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In this essay we examine special radicals by considering algebraic properties
that a ring may have and determining whether the classes of rings which have
these properties yield special radicals.
In chapter one we have a brief look at basic radical theory. We define a radical
property, radical class and some algebraic concepts like prime rings and
subdirectly irreducible rings. We also note five well known radicals, sometimes
referred to as concrete radicals. What is interesting to note is that radicals may
be defined in terms of properties of rings.
In chapter two we define special classes, special radicals, and supemilpotent
radicals. A special radical is the upper radical of a special class.
In chapter three we look at concrete radicals and determine whether they are
special.
In chapter four we discuss right strongly prime and right superprime radicals
and determine that they are special.
Now all along we have been looking at properties that a ring may have. In
chapter five we take a slightly different approach. We look at properties which
ring elements may have and note examples thereof which yield special and
supemilpotent radicals.
Lastly , in chapter six, we take the concept of subdirectly irreducible rings a
little further and look at relatively subdirectly irreducible rings and special
radicals. We also briefly define extra-special radicals.
tv
Throughout this essay concepts like pnme nngs, prime ideals, subdirectly
irreducible rings, supemilpotent rings and hereditary classes are fundamental in
the understanding of special radicals.
"The concept of special radicals is fascinating and has by far not been overly







I is 'n ideaal van A
I is 'n essensiele ideaal van A
Hoofideaal in A voortgebring deur a EA
Hoofideaal in I, voortgebring deur a EI.
Komplement van I in A, waar I 'n deelversameling
van A is.
Ring van n x n matrikse oor R.
Isomorf aan.
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HOOFSTUK EEN
RADlKAALKLASSE
In 1965 het Divinsky 'n uitstekende samevatting van belangrike resultate van radikale
soos ontwikkel tot dan, gepubliseer. In hierdie werk het hy ook geraak aan spesiale
radikale. Die teorie van spesiale radikale is egter in 1958 en 1961 deur Andrunakievich
ontwikkeI. Groot bydraes is daarna tot hierdie teorie gemaak deur die volgende:
Rjabuhin in 1962, Heyman en Roos in 1977, Jaeger en Sands in 1978, Leavitt en
Watters in 1976, Nicholson en Watters in 1979 en Rjabuhin in 1965. Wiegandt en
Gardner het in 1982 'n interne karakterisering van spesiale radikale gepubliseer. In
1975 het Veldsman eienskappe van ringelemente beskou wat spesiale radikale bepaal
en in 1988 het Gardner subdirek-onherleibare ringe en spesiale radikale beskou. In
hierdie werkstuk word daar gepoog om spesiale radikale te definieer en die konkrete
radikale en nie-konkrete radikaaIkIasse te beskou in terme van spesiale radikale. AIle
basiese begrippe gebruik in hierdie werkstuk is gebaseer op werk verkry uit [4], [12],
[15] en [18]. Hierdie hoofstuk bestaan hoofsaakIik uit definisies en steIIings wat deel
van die aIgemene radikaalteorie uitmaak en belangrik is vir latere begrippe in die
werkstuk.
1.1 BASIESE BEGRIPPE
'n Ring A heet 'n P-ring as A die eienskap P besit waar P 'n sekere eienskap is wat
enige ring mag besit. 'n Ideaal I van 'n ring A heet 'n P-ideaaI as I 'n P-ring is.'n Ring
A wat geen nie-nul P-ideale bevat nie, heet P-halfenkelvoudig.[4]
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1.1.1 Definisie [4]
'n Eienskap P heet 'n radikaaleienskap as die volgende drie voorwaardes geld:
(a) Homomorfe beelde van P-ringe is weer P-ringe,
(b) Elke ring A bevat 'n P-ideaal I , wat elke ander P-ideaal van A bevat,
(c) Die ring AlI is P-halfenkelvoudig.
1.1.2 Opmerkings [4]
(i) Die eenduidige maksimale P-ideaal van 'n ring A heet die P-radikaal van A en
word aangedui deur P(A) .
(ii) As vir 'n ring A geld dat P(A) = A, dan is A 'n P-radikaalring.
(iii) As A 'n P-halfenkelvoudige ring is, dan is P(A) = (0); waar (0) die nulideaal
aandui.
(iv) Uit 1.1.1(b) en die definisie van 'n P-halfenkelvoudige ring, volg dat 0 die
enigste ring is wat 'n P-radikaalring sowel as 'n P-halfenkelvoudige ring is met
betrekking tot enige radikaaleienskap P.
1.1.3 Definisie [15]
Die klas van aile P-radikaalringe, waar P 'n radikaaleienskap is, heet die radikaalklas
met betrekking tot P.
Die volgende twee stellings karakteriseer radikaalklasse.
1.1.4 Stelling [15]
'n Klas iE'van ringe is 'n radikaalklas as en slegs as die volgende voorwaardes geld:
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(a) Die Idas :eis homomorfgeslote, dit wil se homomorfe beelde van :e-ringe is
weer :e-ringe,
(d) As elke me-nul homomorfe beeld van 'n ring A 'n me-nul :e-ideaal bevat, dan
is AE :e.
1.1.5 Stelling [18]
'n Klas :evan ringe is 'n radikaalklas as en slegs as die volgende voorwaardes geld:
(k) teis homomorfgeslote , dit beteken dat as B 'n homomorfe beeld van 'n te-ring A
is , dan is Book 'n te-ring,
(I) Elke ring A bevat 'n :e-ideaal ~A) wat elke ander :e-ideaal bevat,
(m) Die faktorring A/~A) bevat geen me-nul :e-ideaal nie, dit is ~A/~A» = o.
1.1.6 Stelling [15]
Laat :e 'n radikaalldas wees. Dan is elke ideaal van 'n :e-halfenkelvoudige ring weer ie-
halfenkelvoudig.
1.1.7 Stelling [15]
Laat 'Pen !2 radikaalldasse wees. Dan is die volgende voorwaardes ekwivalent:
(i) 'Pc!2,
(ii) P(A) c !2(A) vir aIle ringe A,
(iii) As !2(A) = 0 dan P(A)=O.
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1.1.8 Definisie [18]
'n Klas ie bevredig die uitbreidingseienskap (;e is geslote onder uitbreidings) as die
volgende voorwaarde geld:
(a.) As I 'n ideaal van 'n ring A is, sodanig dat AlI E ;e en I E~ dan is A E ie
1.1.9 Stelling [4]
Laat ;e enige radikaalklas van assosiatiewe ringe wees. Dan is vir enige ring A en enige
ideaal I van A, ;l;(I) 'n ideaal van A.
Hierdie stelling lei tot die belangrike begrip van erflikheid.
1.1.10 Definisie [4]
'n Radikaalklas ;eheet erflik as een van die volgende voorwaardes geld:
(~) Elke ideaal van 'n ;e-radikaalring is self 'n ie-radikaalring,
(B) Vir enige ring A en enige ideaal I van A is ~I)=I(J ~A).
Daar kan ook bewys word dat vir enige radikaalklas is bogenoemde voorwaardes
ekwivalent.
1.1.11 Stelling [18]
Laat ;e 'n radikaalklas wees en ~A) die ;e-radikaal van 'n ring A. Dan besit ie die
deursnede eienskap met betrekking tot ie-halfenkelvoudige ringe, dit wil se
~A)=n {I: I 'n ideaal van A sodanig dat ~A/I)=O }
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1.1.12 Definisie [15]
'n Klas S van ringe heet 'n halfenkelvoudige klas as die volgende voorwaardes geld:
(e) As A 'n me-nul ring in S is, dan kan elke me-nul ideaal van A homomorf
afgebeeld word op 'n me-nul ring in S,
(f) As elke me-nul ideaal van 'n ring A homomorf afgebeeld kan word op 'n me-
nul ring in S, dan behoort A selftot s.
1.1.13 Opmerking [15]
Laat iii! 'n radikaalklas wees. Die k1asSili!van aile iIi!-halfenkelvoudige ringe is 'n
halfenkelvoudige k1as. Met elke halfenkelvoudige k1as Sword 'n radikaalklas iii!
geassosieer naamlik die radikaalklas iIi!={A : A kan me homomorfafgebeeld word op
'n me-nul ring in S nie}. Verder is elke halfenkelvoudige k1as erflik en bevredig dit die
uitbreidingseienskap.
1.1.14 Stelling [15]
Laat iii! 'n radikaalklas wees. As vir 'n ring A en ideaal I van A geld AlI ESi/i!, dan is
iE(A)c I, waar I <I A.
1.1.15 Stelling [15]
'n Klas Svan ringe is 'n halfenkelvoudige k1as as en slegs as die volgende geld:
(i) S is erflik,
(ii) Sis geslote onder die neem van subdirekte somme, dit wil se as ~ ES vir i EI,
dan is enige subdirekte som van die ~ weer in S,
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(iii) Sis geslote onder uitbreidings,
(iv) As 14K sodanig dat 0 '* lIB E S vir 'n sekere ideaal B van I, dan bestaan daar 'n
ideaal A van K met AcI en 0,* IJAe S.
1.1.16 Definisie [18]
Vir 'n willekeurige klas?lt kan die volgende klas gekonstrueer word:
U1Jt = { A : A besit geen me-nul homomorfe beelde in 1It nie}.
1.1.17 Definisie [18]
Laat 1It enige klas wees wat voorwaarde (e) bevredig. Dan is U1Jt 'n radikaalklas en as
-
~ 'n radikaalklas is met ?It c~ dan is ~ c U1It.
Hierdie klas, U1Jt, is die grootste radikaalklas waarvoor elke ring in 1It halfenkelvoudig
is, en staan dus bekend as die boradikaalklas bepaal deur 1It. As 1It en 1t twee klasse is
en ?ltc1t, dan is U1tcU1Jt. Verder is elke radikaalklas ~die boradikaalklas bepaal
deur die halfenkelvoudige klas~ ditis ~=U~.
1.1.18 Definisie [15]
'n Ideaal I van 'n ring A is 'n priemideaal as I die volgende voorwaarde bevredig:
As H en K ideale van A is sodanig dat HKc I, dan is H c I of K c I.
'n Ring A heet 'n priemring as die nulideaal in A 'n priemideaal is.
1.1.19 Lemma [4]
'n Ideaal I is 'n priemideaal van 'n ring A as en slegs as die volgende geld:
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As xAy eI dan is x in I ofy in I.
1.1.20 Opmerking [4]
Elke ideaal van 'n priemring is 'n priemring.
1.1.21 Stelling [4]
A is 'n priemring as en slegs as die linker-annihilator van elke nie-nullinker-ideaal 0 is.
1.1.22 Definisie [15]
'n Ideaal I van 'n ring A heet 'n semi-priemideaal as I die volgende voorwaarde
bevredig:
As H 'n ideaal van A is sodanig dat H2eI, dan is Hel. 'n Ring A heet 'n semi-.
priemring as die nulideaal in A semi-priem is.
1.1.23 Proposisie (Andrunakievich se Lemma) [4]
As K <I I <IA en K = K +AK +KA + AKA die ideaal van A voortgebring deur K is,
dan is K 3 e K .
1.1.24 Proposisie [17]
As K <II <I A en IlK semi-priem is, dan is K <IA.
1.1.25 Definisie [4]
'n Element x van 'n ring A heet nilpotent as daar 'n positiewe heelgetal n bestaan
sodat x"=O. 'n Ring A heet nil as elke element x van A nilpotent is, met ander woorde
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x"=O, waar n afhang van die spesifike x van A. Die produk I.J van twee deelringe I en J
van A is die versameling van alle eindige somme L imjm waar t; in I enjm in J is.
Daar word dan verwys na A2=A.A asook A· waar s enige positiewe heelgetal is. 'n
Ring A is nilpotent as daar 'n positiewe heelgetal n bestaan sodat An = o. Duidelik is A
nil as dit nilpotent is.
1.1.26 Definisie [4]
'n Ring A heet /okaa/-nilpotent as enige eindige versameling elemente van A 'n
nilpotente onderring van A voortbring.
1.1.27 Lemma [4]
'n Ring A is semi-priem as en slegs as dit geen nie-nul nilpotente ideale besit nie.
1.1.28 Lemma [15]
Laat Pen P, respektiewelik die klasse van priem en semi-priemringe wees. P en P, is
albei erflik en bevredig dus voorwaaarde (e).
1.1.29 Definisie [15]
'n Ideaal I van 'n ring A heet 'n essensiele ideaa/ van A (I <1. A) as I (\ B =t= 0, vir
elke nie-nul ideaal B van A.
1.1.30 Proposisie [17]
Laat B <1 A en C <1 A, sodat C maksirnaal is met betrekking tot B (\ C = O. Dan is
B == (B+C)/C <3. AlC.
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1.1.31 Lemma [15]
(i) Elke ring is 'n essensiele ideaal van homself
(ii) Elke nie-nul ideaal van 'n priemring A is essensieel in A.
(iii) As L <IA en I c L met I <I-A , dan is L <I-A.
(iv) As ;e 'n erflike radikaalklas is en I <I- A sodanig dat ~I)=O, dan is ~A)=O.
(v) Laat ;eon erflike radikaalklas wees en A enige ring. Dan is ~A) 'n essensiele
ideaal van A as en slegs as A geen nie-nul ;e-halfenkelvoudige ideale bevat nie.
1.1.32 Lemma [15]
Laat J<I-B <I-A. As Q enige ideaal van A is wat vir J bevat , dan is Q <I-A.
1.1.33 Lemma [15]
Laat I <I- A en gestel I is 'n semi-priemring. Dan is O=IFIr=t, waar It ,Ir , r'
onderskeidelik die linker- , regter-annihilator en annihilator van I in A is..
1.1.34 Lemma [15]
Laat J <I - B <I- A. As BtJ 'n semi-priemring is dan is J <I- A.
1.1.35 Stelling [15]
Laat 1It 'n klas van semi-priemringe wees. As I <I- A en I e1lt is, dan is In <I -A vir aIle
neN.
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1.1.36 Definisie [15]
Laat 1It 'n klas wees. Die essensiele oordekking 114van 1It is die klas van ringe
waarvan elke element 'nring in 1It as essensiele ideaal bevat, d.w.s.
1Ht. = {A : daar bestaan 'n I E1It sodanig dat 1<1 -A}
1.1.37 Lemma [15]
Laat I 'n nie-nul ideaal van 'n ring A wees. Dan bestaan 'n homomorfe beeld A' van A
wat 'n isomorfe kopie I' van I as essensiele ideaal bevat.
1.1.38 Afleiding [15]
As I <1 A en I 'n semi-priernring is, dan bestaan 'n isomorfe kopie I van I sodanig dat
j <1-AlI*, r' die annihilator van I in A en j =(1+t)/ r <1-AI r'.
1.1.39 Lemma [2]
Laat 1i!'n radikaalklas wees met halfenkelvoudige klas S. Dan is 1i! erflik as en slegs as
S eienskap (A.) besit, waar (A.) die volgende eienskap is:
As 'n ring A 'n essensiele ideaal in S besit, dan is A E S.
1.1.40 Stelling [4]
'n Ring A is isomorfaan 'n subdirekte som van ringe At as en slegs as A 'n klas van
ideate {Bi} bevat, sodanig dat n Bj=O en AlBj == At.
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1.1.41 Definisie [12]
'n Ring heet subdirek-onherleibaar as dit geen nie-triviale voorstelling as 'n subdirekte
somvan ringe het me.
1.1.42 Opmerking [12]
'n Ring A is dus subdirek-onherleibaar as en slegsas die deursnedevan aile me-nul
ideatevan A me-nul is.
1.1.43 Stelling [12]
Elke ring A is isomorf aan 'n subdirektesom van subdirek-onherleibare ringe.
1.1.44 Stelling [15]
Elke me-nul ideaalvan 'n subdirek-onherleibare ring A is essensieel in A.
1.1.45 Lemma [4]
Laat ~ enige radikaaleienskap wees wat erflik is, en K enige subdirek-onherleibare ring
met hart H. (Die hart van 'n ring is die deursnede van ailenie-nul idealevan die ring.)
Dan is H ~-radikaal of ~-halfenkelvoudig.Verder isK ~-halfenkelvoudig as en slegs
as H ~-halfenkelvoudig is.
1.1.46 Lemma [4]
Die hart van 'n subdirek-onherleibare ring is of 'n enkelvoudige nie-triviale ring of 'n
nulring.
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1.1.470pmerking [4]
Laat 1It 'n klas van subdirek-onherleibare ringe met idempotente harte wees, sodanig
dat elke hart 'n eienskape besit. Hierdie klas staan nou bekend as?lt.,.
1.1.48Lemma [4]
Elke nie-nul ideaal van 'n subdirek-onherleibare ring met idempotente hart is self
subdirek-onherleibaar met dieselfde hart.
1.1.49Lemma [4]
Elke nie-nul ideaal van 'n ring 1Jt., is self 'n ring van 1Jt.,. Nou bepaal die klas?lt., 'n
boradikaalklas~ .
1.1.50Lemma [4]
Laat B =1= 0 'n subdirek-onherleibare ring met idempotente hart C wees en B 'n ideaal
van K Dan is K/B. subdirek-onherleibaar met hart isomorfaan die hart van B.
1.1.51 Lemma [4]
Elke subdirek-onherleibare ring met idempotente hart is priem.
1.1.52Lemma [17]
Laat II, 12, 13, ••.••• L. ideatevan 'n ring A wees. Vir elke halfenkelvoudige klas S geld
die volgende:
Asvir elke Lx geld dat AI Ia E S·, dan is AI tlIa E S.
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1.1.53 Defioisie [18]
Laat z '0 homomorfgeslote klas van ringe wees. Definieer die klasse.Z, soos volg:
Definieer .t. =.t, en neemaan dat.tp alreeds gedefinieer is vir elke ordinaal a<a..
Definieer
.ta = {A e,4: elke nie-nul homomorfe beeld van A bevat 'n nie-nul.tp-ideaal vir 'n
a<a.}. Die klas I...4 = U.ta. word die onderradikaalklas bepaal deur die homomorf
geslote klasz genoem.
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1.2 DIE VYF MEES BEKENDE RADIKAALKLASSE
1.2.1 Definisie [4]
Laat ie die klasvan aile nilpotenteringewees. Die onderradikaalklas bepaal deur ie
heet dieBaer onderradikaalklas en word aangedui deur p.
1.2.2 Stelling [4]
Die J3-radikaal van enige ring is presiesdie deursnedevan al die priernideale van die
nng.
1.2.3 Stelling [15]
p is dieboradikaalklas bepaal deur die semi-priemringe, dit wil se , p=UPs , Psdie
klasvan aIle semi-priemringe .
1.2.4 Stelling [15]
p is dieboradikaalklas bepaal deur die priemringe, dit wil se , p= UP , P die klas van
aIle priemringe .
1.2.5 Stelling [15]
Die klas~ van aIle lokaal-nilpotenteringe is 'n radikaalklas en heet die Levitzki
radikaalklas.
1.2.6 Stelling [18]
Die klas?t van aIle nilringevorm 'n radikaalklas.
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1.2.7 Definisie [12]
Laat A 'n ring wees. Definieer die bewerking 0 op A deur 00 b =a+b-ab vir aile
a,beA.
1.2.8 Definisie [12]
'n Element a eA heet links-kwasi-regulier as daar 'n element x eA bestaan met
xoa=O. 'n Element 0 eA heet regs-kwasi-regulier as daar 'n elementxeA bestaan met
aox=O. 'n Element 0 eA heet kwasi-regulier as dit beide links- en regs-kwasi-regulier
is. A heet kwasi-regulier as elke element van A kwasi-regulier is.
1.2.9 Stelling [15]
Die klas pvan aile kwasi-reguliere ringe vorm 'n radikaalklas en heet die Jacobson
radikaalklas.
1.2.10 Definisie [15]
'n Linker-ideaal L van 'n ring A heet moduler as daar 'n element e eA bestaan sodanig
dat xe-x eL vir aile x eA. 'n Regter-ideaal R van A heet moduler as daar 'n e' eA
bestaan sodanig dat e'x-x eR vir aile x eA.
1.2.11 Definisie [4]
'n Ring A heet 'n primitiewe ring as A 'n maksimale regter-ideaal L bevat sodanig dat
(M:A) =0, en (M:A) gedefinieer soos in 1.2.12. 'n Ideaal I van 'n ring B heet 'n
primitiewe ideaal as BII 'n prirnitiewe ring is, dit wil se daar bestaan 'n maksimale
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linker-ideaal L/I <J BII sodanig dat (X+I).BIIc L/I=>x+1 =1; met ander woorde xB c L,
impliseer x E I.
1.2.12· Stelling [15]
Laat M 'n modulere maksimale linker-ideaal van 'n ring A wees. Definieer
(M:A) = {aEA: aAc M}
1.2.13 Stelling [15]
As M 'n modulere linker-ideaal van 'n ring A is, dan is (M:A) eM en (M:A) is die
grootste tweesydige ideaal van A wat in M bevat is.
1.2.14 Stelling [15]
Laat M '0 modulere maksimale linker-ideaal van A wees. (M:A) is 'n ideaal van A en
A/(M:A) is 'n primitiewe ring, dit wil se (M:A) is 'n primitiewe ideaal van A.
~.2.15 Stelling [15]
'n Ring A is 'n primitiewe ring as en slegs as A 'n modulere maksimale linker-ideaal L
besit met (L:A)={x EA :xA~ L}=O en L besit geen nie-nul ideale van A nie.
1.2.16 Stelling [15]
Elke primitiewe ring is 'n priemring.
1.2.17 Stelling [15]
Die klas P r van aile primitiewe ringe is erflik.
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1.2.18 Stelling [15]
Elke priemring A wat 'n primitiewe ideaal I bevat, is self 'n primitiewe ring.
1.2.19 Stelling [15]
Die Jacobson radikaalklas is die boradikaalklas bepaal deur die klas P, van aIle
primitiewe ringe, dit wil se J=UPr •
1.2.20 Definisie [4]
'n Element a van 'n ring A heet G-regulieras a eG(a)={ax-x+L (y,az,-Y;Zi) : x,Yi ,
z;eA en die somme is altyd eindig}. 'n Ideaal I van A heet G-regutier as elk van sy
elemente G-regulier is.
1.2.21 Lemma [4]
As 'n ring A nie G-regulier is nie, dan bevat dit 'n maksimale ideaal J van A sodanig
dat NJ elJt, 1Jt die klas van aIle enkelvoudige ringe met eenheidselement.
1.2.22 Stelling [4]
Die klas 9 van aIle G-reguliere ringe is 'n radikaalklas en heet die Brown-McCoy
radikaalklas.
1.2.23 Stelling [4]
Laat 1It die klas van aIle enkelvoudige ringe met eenheidselement wees. Dan is 9=U1It.
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HOOFSTUK TWEE
SPESIALE RADlKAALKLASSE
In hierdie hoofstuk word spesiale radikale gedefinieer en belangrikke begrippe gestel
en bewys.
2.1 Definise [15]
'n Klas ?It van ringe heet 'n swak-spesiale klas as dit die volgende voorwaardes
Elke ring in ?It is 'n semi-priem ring,
As I E?It en I is 'n ideaal van 'n ring A sodanig dat r'=0, waar 1* die annihilator
bevredig:
(A) ?It is erflik,
(B' )
(C)
van I in A is , dan is A E ?It.
2.2 Definisie [15]
'n Klas ?It van ringe heet 'n spesiale klas as dit die volgende voorwaardes bevredig:
(A) ?It is erflik,
(B) Elke ring in ?It is 'n priemring,
(C) As I E ?It en I is 'n ideaal van 'n ring A sodanig dat t =0, waar t die annihilator
van I in A is , dan is A E?It.
2.3 Proposisie [15]
Elke spesiale klas ?Itvan ringe is swak-spesiaal.
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Bewys
Laat 1Jt'n spesiale klas van ringe wees. Dan geld (A) en (C). Ons moet nog net bewys
dat elke ring in 1Jt'n semi-priemring is. Uit (B) volg dat elke ring in 1Jt'n priemring is.
Maar elke priemring is ook semi-priem; dit beteken dat elke ring in 1Jtsemi-priem is en
dus geld (B , ). Hieruit volg dat 1Jt swak-spesiaal is.
Opmerking
Omdat 'n spesiale klas 1Jt (ook swak-spesiale klas 1Jt') erflik is, bevredig 1Jt(1Jt') die
volgende voorwaarde:
(E) As A 'n nie-nul ring in 1Jt(1Jt' ) is, dan kan elke nie-nul ideaal van A homomorf
afgebeeld word op 'n nie-nul ring in 1Jt( 1Jt) Uit hoofstuk een bestaan die
boradikaalklas U1Jt (U11t) bepaal deur die klas 1Jt (1Jt' ).
2.4 Definisie
'n Radikaalklas ieheet 'n spesiale radikaalklas as ~U1Jt, waar 1Jt 'n spesiale klas van
nnge IS.
2.5 Definisie [15)
'n Radikaalklas ie heet supemilpotent as ie erflik is en aile nilpotente ringe bevat.
2.6 Stelling [15)
Die essensiele oordekking 1Jtk van 'n erflike klas 1Jtvan semi-priemringe is 'n swak-
spesiale klas. Verder, vir enige swak-spesiale klas 1Jtvolg 1Jt=114.
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Dewys
Laat A E1Itk en gestel A besit 'n nie-nul nilpotente ideaal I, se I" = 0, In-I '* O. Omdat
A E?Itk, besit A 'n essensiele ideaalK E11t. Dan is InK '* 0 en InK<I I sodat
(InKt=O. MaarI nK<lKE11t, sodat uit die erflikheid van11tvolg dat (I nK) E11t.
Omdat11t uit semi-priemringe bestaan, bevat?Jt geen nie-nul nilpotente ringe nie, sodat
I nK=O, strydig. Dus is I" '* 0 vir aIle n E N sodat A 'n semi-priemring is. Dus is elke
ringin114: semi-priem.
Laat A E1Itk en 0,*I <3A. Omdat A E114 bestaan 'n J E?Jt sodanig dat J <I •A. Dan is
J n 1,* 0 en J n I <IJ E?Jt. Maar Jn 1<II. Laat T enige willekeurige nie-nul ideaalvan I
wees en laat TA die ideaalvan A voortgebring deur T wees.Uit Andrunakievich se
lemma volg Ti c T en verder is Tl '* 0 want A is semi-priem. Omdat J <I. A volg
J n Tl ;to 0 en dus (J n I) n T = J n (I rv T)::> Jrv Tl '* 0 sodat (Jn I) <3. I en
Jn 1E11t impliseer dat I E?Itk. Dus is114 erflik.
Laastens, laat B E1I4: , B <I A sodanig dat B· =0 waar B· die annihilator van B in A is.
As J enige nie-nul ideaal van A is en Jn B =0, dan is JB c Jn B =0 en BJ c Bn J=O
sodat Jc B· =0 , en dus J=O, strydig. Dus J n B '* 0 vir aIle nie-nul idealeJ van A
sodatB <3• A . Omdat B E?Itk bestaan 'n I E?Jt sodanig dat 1<I,B. Laat IA die ideaalvan
A, voortgebringdeur I wees. Dan volg uit 1.1.32 dat IA <I. A. Omdat114 erflik is en
IA <IB E1Itk, volgdat IA E1Jtk . Dus volg uit 1.1.35 dat Ii <I •A. Maar uit
Andrunakievich se lemmavolg dat Ii c I en dus, omdat 1E?Jt en ?Jterflikis, volg dat
Ii E?Jt. Dus is Ii E?Jten Ii <3. A sodat A E1Jtk en (C) dus deur 114 bevredig word.
Onsweet dat ?Jtc 1Itk vir enige klas?Jt .Omgekeerd, laat A E1I4: . Dan bestaan 'n I E?Jt
sodanig dat I <I. A . Omdat?Jt uit semi-priemringe bestaan en I E?Jt, volg uit 1.1.33 dat
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r =0, waar t die annihilator van I in A is. Omdat?lt nou 'n swak-spesiale klas is, volg
uit (C) dat A e?lt. Dus is 1Htc c ?It sodat ?It = 1Htc .
2.7 Afleiding
'n Erflike klas ?It van semi-priemringe is 'n swak-spesiale klas as en slegs as ?It =1Htc.
Maar ?It =1Htc beteken
(C ') Elke ring wat 'n nie-nul essensiele ideaal in ?It bevat, behoort selftot ?It.
Dus kan (C) in 2.1 vervang word deur (C ').
2.8 Stelling [15]
Laat?lt 'n willekeurige swak-spesiale klas wees. Dan is die radikaalklas U?1t
supemilpotent en vir enige willekeurige ring A is U?Jt(A) = n {Qa: AlQa e?lt}.
a
Omgekeerd, is elke supernilpotente radikaalklas die boradikaalklas behaal deur 'n
swak-spesiale klas.
Dewys
Ons moet eerstens aantoon dat U1It erflik is en dat U?1t aile nilpotente ideale bevat.
Laat A e lmt en 0 :t; B <3 A. As B ~ lmt, dan besit B 'n nie-nul homomorfe beeld
B/I e1l( . Omdat B/I e1l( volg B/I is serni-priem, sodat uit 1.1.24 volg dat I <3 A. Dan
is B/I <3 All. Dan bestaan dus, uit 1.1.37, 'n homomorfe beeld (AlJ)/Q>/J) == NP van
All, wat 'n isomorfe kopie van B/I as essensiele ideaal bevat. Dus, NP e 1Htc en verder
volg weer uit 2.6 dat 11( =1Htc sodat NP e 11(, strydig met A e lmt. Dus B e U1Jt , sodat
U?1t erflik is.
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Laat A 'n nilpotente ring wees. Omdat geen ring in ?It 'n nilpotente ideaal bevat nie,
kan A dus nie homomorfafgebeeld word op 'n nie-nul ring in?It nie . Dus is A E U?It,
sodat U?Jtdus supernilpotent is.
Laat {Qa} die versameling van alle ideale van 'n ring A wees, waarvoor NQa E ?It
geld. Dan volg vir elke a dat U?Jt(N Qa) = 0, sodat U?Jt(A)c Qa vir elke Q. Dus
U1Jt(A)c n o.. Veronderstel U1Jt(A)cn o, = I. Omdat U?Jt(A) c I en I <I A
a Q
volg uit die erflikheid van U11t, dat U?Jt(J)=I (J U?Jt(A) = U?Jt(A) c J. Dus is
I llU11t, sodat J dus 'n nie-nul homomorfe beeld JII E ?ltbesit. Omdat JII 'n semi-
priemring is, volg uit 1.1.24 dat I <I A en I = [ JII + (III)·]/(III)· 'n essensiele ideaal
van (AII)/(JII)· is, uit 1.1.38, waar (III)· die annihilator van JII in AlI is.
Omdat?lt 'n swak-spesiale klas is, volg uit 2.6 dat?lt =?J!k. Per definisie van ?J!k volg
(AII)/(J/I). E 1ItJc =?It.
Beskou nou die versameling Q = { a E A: aJ ~ I en Ja c I }. Dan, as a E Q en
rEA volg dat
(ar)J = a(rJ) c aJ c I en J(ra) = (Ir)ac Ja c I,
(ra)J = r(aJ) ~ rl c I en J(ar) = (Ia)rc Ir c I.
DusQ -s A.
Verder is die beeld van Q, naamlik QII, presies die annihilator van JII in AlI, want
q+I E Q/I =>q E Q en (q + I)(JII) = {I} en (JII)(q+I) ={I} sodat q+1 E(JII)*. Dus
Qllc (III)*. Asj + IE (JII)* dan is j+1 E AlI en (j+I)(JII) = {I} en (JII)(j+I)={I).
Daarom jI c I en Jjc I, sodat volg dat j EQ.
Dus j+I E QII, sodat QII = (III)*. Dus (AII)/ (JII)*. = (AII)/(Q/I) == NQ sodat
A/Q E?H. Dus is Q een van die Qa sodat I c Q. Verder omdat III semi-priem is, volg
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(JII) 11 (Jllf = O. Dus JII 11 QII = 0 sodat (J 11 Q)II = 0 en dus J 11 Q c 1. Omdat I <I J,
volg I c Q sodat I c Q 11 J. Dus J 11 Q = I, sodat J = n Qa= J 11 Q= Ie J,
a
strydig sodat U?lt(A) = n {Qa: Qa <I A, AI Qae?lt}.
a
Omgekeerd, laat ~ 'n supernilpotente radikaalklas wees . Beskou die halfenkelvoudige
klas S van ~. Uit 1.1.13 volg dat S erflik is. Veronderstell <I A e S en I is nilpotent.
Omdat ~alle nilpotente ringe bevat, moet I e ~. Dus I e ~I1S= O. A besit geen nie-
nul nilpotente ideale nie, sodat A dus semi-priem is. Dus is elke ring in S semi-priem.
Nou, uit 1.1.39 volg dat elke ring wat 'n essensiele ideaal in Sbesit, selftot Sbehoort,
dit wil se Sic = S. Hieruit volg dat S 'n swak-spesiale klas is. Omdat ;e=US uit 1.1.17,
volg die resultaat.
2.9 Afleiding [15]
(i) Elke spesiale radikaalklas ~ is supemilpotent.
(ii) U ?Jt(A) = 0 as en slegs as A 'n subdirekte som van ?It -ringe is; waar?lt 'n
spesiale klas is.
Bewys
(i) Laat ~= l.J1It, ?It 'n spesiale klas. Dan is ?It ook 'n swak-spesiale klas (2.3)
sodat die resultaat uit 2.8 volg.
(ii) Laat A 'n ring wees sodanig dat U?lt(A)=O. Dan is n {Qa: AlQa e?lt}=O,
a
sodat A 'n subdirekte som van die ringe AlQa e?lt is. Omgekeerd, laat A 'n
subdirekte som van ?It-ringe. Dit beteken A == L R, ; ~ e?lt . Uit 1.1.40 volg
i
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dat R == NIi en (1 Ii=O. Uit 2.8 is UiIt(A) = n {Qa: A/Qa E?It}. Maar dit
a
geld vir aile o, .Dus is UiJt(A)c n {Ii: NIi E?It}=O.
i
2.10 Stelling [4]
Vir enige supernilpotente radikaal ~ is die spesiale radikaal s., bepaal deur die klas
?It van alle priem :e-halfenkelvoudige ringe, die kleinste spesiale radikaal sodat te5:s..
Bewys
Veronderstel ~ is 'n spesiale radikaaleienskap bepaal deur 'n spesiale klas 11 en te 5:~.
Dit beteken dat elke te-radikaalring 'n ~-radikaal is en dus dat elke ~-halfenkelvoudige
ring te-halfenkelvoudige is. Veronderstel nou dat 'n ring P priem en ~-halfenkelvoudig
is. Dan moet P in ?It wees. Die klas 11 bevat nou net priem ~-halfenkelvoudige ringe
wat elk in ?It is. Dus 115:?It. Omdat ~ die boradikaal bepaal deur 11 is, dit wil se ~ is die
grootste radikaal waarvoor aile ringe in 11 halfenkelvoudig is, is ~~ s., want aile
ringe in 11 is .>.w-halfenkelvoudig. Dit bewys dat S. die kleinste spesiale radikaal is wat
vir ;e bevat.
2.11 Gevolgtrekking [4]
'n Supernilpotente radikaal ;eis spesiaal as en slegs as dit gelyk is aan s., waar S.
die boradikaaleienskap bepaal deur die klas van aile priem te-halfenkelvoudige ringe is.
2.12 Stelling [15]
Die essensiele oordekking ?J4 van 'n erflike klas ?It van priemringe is 'n spesiale klas.
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Bewys
Uit 2.6 volg dat 114: 'n swak-spesiale klas is. Ons moet nog net aantoon dat aile ringe in
114: priem is. Laat A e1l4: en B e ?It, sodanig dat B <I. A. Gestel U = 0 , waar 1,1<I A
en 1'1=0. Dan is In B'I= 0 en In B <I B en In B <I A. Omdat B e ?It volg dat B
priem is en dus is elke ideaal van B, dus ook In B, 'n essensiele ideaal van B uit
1.1.31(ii). Dus In B <I. B, sodat uit 1.1.32 volg dat (J n B) <I. A. Omdat die klas van
aile priemringe erflik is, 1.1.20, volg dat In B 'n priemring is. Nou volg uit 1.1.33 dat
(I n B),=O, (J n B), die linker annihilator van In B in A. Nou is I(J n B) e U=O sodat
Ie(Jn B),=O. Dus is 1=0 sodat A priem is. Dus is?14 'n spesiale klas.
2.13 Stelling [15]
Die essensiele oordekking 114: van 'n erflike klas?It van priemringe is presies
il.\={A:A'n priemring en A besit 'n ideaal in ?It}
Bewys:
Gestel Ae 114:. Dan volg uit 2.12 dat?14 'n spesiale klas is, sodat A 'n priemring is.
Verder, omdat A E ?14 besit A 'n ideaal in ?It sodat A E il.\ en dus 114:e il.\.
Omgekeerd, veronderstel A E il.\. Dan is A 'n priemring en A besit 'n ideaal in ?It.
Maar elke ideaal van 'n priemring is 'n essensiele ideaal sodat A E 114:. Dus is il.\e?14
sodat ?14=il.\.
2.14 Afleiding
'n Erflike klas ?Itvan priemringe is 'n spesiale klas as en slegs as ?It=?14. Voorwaarde
(C) in 2.2 kan dus vervang word deur
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(C " ) Elke priemring wat 'n nie-nul ideaal in ?It besit , behoort tot ?It.
2.15 Definisie [8]
As 'n ring A 'n homomorfe beeld B in 'n klas ebesit, dan heet B die (1.-faktor van A.
2.16 Definisie [8]
'n Radikaalldas ~heet die deursnede eienskap relatief tot 'n klas ?It as
~A)=tl {I -s A: AIlE ?It}.
I
2.17 Stelling [8]
Laat e 'n swak-spesiale klas wees. Dan is 'n klas ~ 'n supernilpotente radikaalklas
met die deursnede eienskap relatieftot en S~as en slegs as ~homomorfgeslote en
erflik is en die volgende voorwaarde bevredig:
(R) As elke me-nul (1.-faktor van 'n ring A 'n me-nul ie-ideaal bevat, dan is A Eie.
Verder is :e die boradikaal bepaal deur en Sie.
2.18 Gevolgtrekking [8]
Laat P, die klas van semi-priemringe en P die klas van priemringe wees. As e=p. , P
dan gee 2.17 'n karakterisering van supernilpotent en spesiale radikale respektiewelik.
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HOOFSTUK DRIE
BEKENDE RADIKAALKLASSE WAT SPESIAAL IS
3.1 Stelling [4]
Die klas11tvanalle enkelvoudige ringe met eenheidselement is 'n spesiale klas.
Dewys
'?It is 'n erflike klas van priemringe sodanig dat 1Kt 'n spesiale klas is. Verder volg uit
2.6 dat 1Jt'=1Itk, sodat '?It 'n spesiale klas is.
Hierdie stelling kan verder uitgebreiword om aan te toon dat 'n klas van enkelvoudige
ringe 'n spesiale klas is as en slegs as elke ring in die klas 'n eenheidselement besit. [4]
Laat?14 die klasvan aile subdirekonherleibare ringe met idempotenteharte wees, soos
gedefinieer in 1.1.47.
3.2 Lemma [4]
?14 is 'n spesiale klas.
Dewys
Beskou die klas1t={A : A is priem enkelvoudig} en sy essensiele oordekkingz; Dan
is14: = 114 :Laat A E?!t, dan besit A 'n essensiele ideaal I in?to Nou is I die hart van A:
Laat 0 =j; J <JA. Dan is I n J *- 0, want I is essensiel. Maar In J <JI, en I is enkelvoudig.
Dus is InJ =0 of InJ =1 Dus is InJ =1 Dit beteken IeJ, waaruit volg dat I die
hartvan A is. VeronderstelIi-O. Dan moet 1=0, want I is priem.Maar I is die hart van
A en dus ongelykaan nul. Waaruit volg dat I idempotent is en dus A E?14. Dit beteken
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14:C1J4.. Veronderstel nou dat AE1J4 . Dan is A 'n subdirek-onherleibare ring met
idempotente hart, se H. Dit beteken dat A priem is uit 1.1.51. Dus is H priem uit
1.1.20.Uit 1.1.42 volg dat H*0, en uit 1.1.46 dat H enkelvoudigis. Verder is die hart
van 'n ring altyd 'n essensiele ideaalvan die ring. Dus is14: = 114 en omdat 1t 'n erflike
klas van priemringeis, volg uit 2.12 dat 14: en dus 114 'n spesiale klas is.
3.3 Lemma [15]
Laat ie enige supernilpotenteradikaalklas wees. Die klas?It van aile priem ie-
halfenkelvoudige ringe is 'n spesiale klas.
Bewys
Ons moet aantoon dat ?ltvoorwaardes (A), (B), en (C") bevredig. Uit 1.1.6 volg dat
elke ideaal van 'n ie-halfenkelvoudige ring weer ie-halfenkelvoudig is. Ook uit 1.1.20
volg dat elke ideaalvan 'n priemring ook priem is. Dus is?It erflik. Omdat elke ring in
?It priem is, volg (B) duidelik, Laat A 'n priemringwees wat 'n ideaal 0* I in?It besit.
Omdat I e?lt volg ~I)=O. Omdat A 'n priemringis, volg uit 1.1.31(ii) dat I <I, A.
Omdat ie 'n erflikeradikaalklas is, volg uit 1.1.31(iii) dat ~A)=O. Dus is A E?It sodat
(C") geld. Dus is?It 'n spesialeklas.
3.4 Stelling (4)
Die klas P van aile priemringeis 'n spesiale radikaalklas.
Bewys
Pis erflik en elke ring in P is 'n priemring. Verder is dit duidelik dat elke priemring
wat 'n nie-nul ideaal in Pbesit, weer tot Pbehoort. Dus bevredig P voorwaarde (C")
sodat P 'n spesiale klas is.
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3.5 Stelling [4]
Die Baer radikaalklas J3 is 'n spesiale radikaalklas.
Dewys
Die klas 'P van aIle priemringe is 'n spesiale klas. Omdat J3 =UiD volg dat J3 'n spesiale
radikaalklas is.
3.6 Stelling [15]
Die klas 'Pr van aIle primitiewe ringe is 'n spesiale klas.
Dewys
Elke ring in 'Pris priem uit 1.2.16 en 'Pr is erflik uit 1.2.17 . Verder volg uit 1.2.18 dat
elke ring A in iDr wat ideaal I bevat, self 'n primitiewe ring is.
3.7 Stelling [4]
Die Jacobsonradikaalklas pis 'n spesiale radikaalklas.
Dewys
Omdat p= UiZ'r uit 1.2.19, volg die resultaat direk.
3.8 Stelling [4]
Die Levitzki radikaalklas .t is 'n spesiale radikaalklas.
Dewys
.t is 'n supernilpotente radikaalklas, sodat die klas 1Jtvan aIle priem .t-halfenkelvoudige
ringe 'n spesiale klas is. Verder volg uit 2.10 dat .tc U1Jt, waar U1Jt die kleinste
spesiale radikaalklas is wat vir .t bevat. Uit 2.11 volg dat ons nog net moet aantoon dat
U1Jtc.t. Gestel dus R E U1Jt en R r£.t . Dan is U1Jt(R) =R en .t(R):1= R sodat
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U1Jt(R):t;~(R). Laat 0 :t;xe U?It(R} en x s ~(R)=~. Omdat Z aIle lokaal-nilpotente
ideale van R bevat, is die ideaal X voortgebring deur x in R nie lokaal-nilpotent nie.
Daar bestaan dus 'n onderring T c X sodanig dat T voortgebring word deur 'n eindige
aantal elemente en T is nie nilpotent nie. Verder, omdat T" vir enige meN ook
voortgebring word deur 'n eindige aantal elemente , kan geen heeltallige mag van T in
LIe nie, want as T" cL, moet T" nilpotent wees omdat~ lokaal-nilpotent is, sodat T
nilpotent is, teenstrydig. Beskou nou die versameling van aIle priemideale Pa van R
sodanig dat RlPa es.4. Omdat die Pa priemideale van R is, is die RlPa priemrlnge .
Dus RIPa e1lt vir elke o; Omdat ~(R/Pa ) = 0 vir elke o, volg ~ (R) = ~ cPa vir aIle
o; Dus moet ~ c nPa =P. Gestel nou daar bestaan 'n element x eP en x (i!: ~ • Net
a
soos hierbo, bestaan 'n onderring T c P sodanig dat T" i ~, vir aIle meN. Beskou
nou aIle ideale Qp van R sodanig dat ~ c Qp en T" rt Qp vir m=1,2, ... , . Sulke ideale
bestaan, byvoorbeeld z. Orden die Qp deur insluiting en laat { Qs., Qp2, ..... } 'n
oneindige ketting van die Qp wees. Tm , m eN, is 'n eindig-voortgebringde versameling.
co
Dus as T"c UQPt dan moet T" c QPi, vir 'n sekere ~i . Dit is strydig met die
;=1
co
definisie van die ideale Qp, sodat T"~QPt en dus bestaan volgens Zorn se lemma 'n
;=1
ideaal Q maksimaal met betrekking tot~ c Qen T" c: Qvir elke m=1,2,...
Beskou nou RlQ en laat I1/Q en I2/Q twee ideaIe van R/Q wees, sodanig dat
Omdat Q maksimaal is met betrekking tot die uitsluiting van magte van T moet II en 12
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Dus It/Q=O ofI2I'Q=0, sodat RlQ 'n priemring is. Verder, gestel W/Q is 'n lokaal-
nilpotente ideaal van RlQ. As W/Q-.:t.O dan is QcW. Weer, volgens die maksimaliteit
van Q ten opsigte van uitsluiting van magte van T, volg die bestaan van 'n seN
sodanig dat T cWo Maar T is eindig voortgebring in R sodat [(T +Q)/Qt eindig
voortgebring in RlQ is vir 'n sekere t eN..Omdat (T +Q)/QcW/Q en W/Q lokaal-
nilpotent is, is (T +Q)/Q nilpotent. Dus is [(T+Q)/Qr=O vir 'n t eN, sodat rtcQ,
strydig. Dus is W/Q=O, sodat .L(RIQ)=O. Dus volg RlQ e?lt. Dit is onmoontlik want
R eU?Jt. Dus moet .L(R) c U?It(R), sodat Z c U?Jten dus is .L=U?Jt, sodat volg dat z' 'n
spesiale radikaalklas is.
3.9 Stelling [4]
Die nilradikaalklas 11is 'n spesiale radikaalklas.
Bewys
Laat ?It die klas van alJe priem 1I-balfenkelvoudige ringe wees. Omdat 11 supemilpotent
is, volg dat ?It 'n spesiale klas is en 11 c U?Jt. Om aan te toon dat 11 'n spesiale
radikaaJJdas is, moet daar bewys word dat U?Jtc 11. Gestel R e U?Jt, R rt1l. Dan is
1t(R):t:R en bestaan dus 'n element b eR, sodanig dat b rt1t( R). Dus bestaan 'n
element x e(b) sodanig dat x nie nilpotent is nie. Dus x eR en x":t:0 vir aile n eN. In
die besonder isx" rt1t(R) vir enige n eN. Volgens Zorn se lemma bestaan 'n ideaal V
maksimaal met betrekking tot uitsluiting van aile magte van x en insluiting van 1t(R).
Beskou nou RIV en laat CN en DN ideale van RN wees, sodanig dat CN.DN = 0,
dit wil se CD~V. As eN:t: 0 en DN:t: 0, dan is V c C en V c D en omdat V
rnaksirnaaJ is met betrekking tot uitsJuiting van rnagte van x , volg die bestaan van
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m,neN sodanig dat r" e C,~ ED. Dusrn+n eCDcV, strydig. Dus CN=O ofDN=O
sodatRIV 'n priemring is. Verder as IN 'n nilideaal van R/V is en IN,* 0, dan is VcI
sodat 'n t eN bestaan, sodanigdat xt eI. Omdat IN nil is, moet (xty =0 vir 'n sekere
r eN. Dus XU e V, strydig en dus is R/V1t-halfenkelvoudig, wat nie moontlik is nie,
want R e U1Jt. Hieruit volg dat U?Jt=1t en dus is1t 'n spesiale radikaalklas.
3.10 Stelling [4]
Die Brown-McCoy radikaalklas 9 is 'n spesialeradikaalklas.
Dewys
Uit 3.1 volg dat die klas?It van alle enkelvoudige ringe met eenheidselement 'n spesiale
klas is, en ook uit 1.2.23 dat 9= U1Jt. Dus is 9 'n spesialeradikaalklas.
3.11 Stelling [4]
Die veralgemende nilradikaalklas 1tg dit wil se die klas van aile nie-nul ringe met geen
nuldelers, is 'n spesialeklas van ringe.
Dewys
Laat ?It die klas van alle nie-nul ringe met geen nuldelerswees. Elke ring in?It is priem
en elke ideaal van 'n ring in?It besit geen nuldelers nie en is dus in?It. Dus is?It erflik.
Veronderstel nou dat A 'n ring is wat geen nuldelers besit nie en A<lK.Beskou KIA·,
waar A·={xeK:Ax=xA=O). Te bewys dat KIA· geen nuldelers besit nie.Veronderstel
xyeA· enx~A·.As wA=O dan is aw.aw=O.Omdat aweA en A geen nuldelersbevat
nie,is aw=O vir elkeQ. Dus Aw=O. Soortgelyk as Aw=O dan is wA=O. Dus is 'n
element in A· as dit 'n linker-en regter-annihilator van A is. Omdat x ~A· , moet daar
'n element b in A bestaan sodanig dat bx,* o. Dan, vir elkea in A is bxya=O, waar
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xy eA* . Dan is bx.ya=O. Maar bx enya is in A en A besit geen nuldelers, dus is een
van hullenul. Nou isya=O omdat bX:I:- O. Dit geld vir enige a in A, dus isyA=O en
y eA* . Waaruit volg dat KlA* geen nuldelers besit me.
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Die volgende begrippe kan ook vir links-superpriem en links-sterkpriem gestel en
bewys word. Hierdie hoofstuk, tensy anders vermeld, is hoofsaaklik gebaseer op werk
verkry uit [6].
4.1 Definisie
A is 'n regs-superpriemring as elke nie-nul ideaal in A 'n nie-nul element c bevat
sodanig dat die regter-annihilator van c gelyk aan nul is.
4.2 Definisie
'n Ideaal I van A is 'n regs-superpriemideaal as AlI 'n regs-superpriem ring is. Dit
beteken dat elke nie-nul ideaal van AlI 'n nie-nul element x+1 bevat, sodanig dat die
regter-annihilator van x+1 gelyk aan nul is.
4.3 Stelling
Laat A 'n regs-superpriemring wees , dan is A ook priem.
Dewys
Die ring A=O is priem. Veronderstel nou dat 0,* A 'n regs-superpriemring is. Laat
0,* X <I A en 0,* Y <I A. Dan bevat X 'n element 0,* x, sodanig dat as xa=0, a E A, dan
is a=O. Dus is xY::I= 0 en gevolglik is XY ::1= 0, sodat A 'n priemring is.
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4.4 Definisie
A is 'n regs-sterkpriemring as daar vir elke 0"" a eA 'n eindige deelversameling
F c A, bestaan, sodanig dat as aFz = 0, z e A, dan is z=0. F heet 'n isolator vir a.
4.5 Definisie
A heet regs-sterkpriem van orden as daar vir elke 0"" a e A 'n isolator met n of
Minder elemente bestaan.
4.6 Definisie
'n Ideaal I in A is 'n regs-sterkpriemideaal as NI 'n regs-sterkpriemring is.
4.7 Stelling
Laat A"" O. 'n Element 0"" c eA is links-kanselleerbaar (m.a.w. cr=ct impliseer r=t
waar r,t eA) as en slegs as die regter-annihilator van c gelyk is aan nul.
Bewys
Laat 0"" c eA Gestel c is links-kanselleerbaar en cr =0, waar r eA Dan is cr=cO en
omdat c links-kanselleerbaar is, volg dat r =0, sodat die regter-annihilator van c gelyk
aan nul is.
Omgekeerd, laat die regter-annihilator van c gelyk aan nul wees en cr = ct waar r,t e A
Dan is c(r-t)=O en omdat die regter-annihilator van c gelyk is aan nul, volg dat r-t=O.
Dus is r=t, sodat c links-kanselleerbaar is.
Faith Bum 36
Spesiale Radikaalteorie - Hoofstuk 4
4.9 Stelling
Laat 'iN= {A : A is 'n regs-superpriemring}. Dan is 'iN 'n spesiale klas van ringe.
Dewys:
Uit 4.3 volg dat 'iNuit priemringe bestaan. 'iNis erflik: laat 0 *I <I A vir 'n 0 *A e 'iN
en O*a eI. (a)Ien «a)I)A is die ideale wat onderskeidelik deur a in I en (a)I in A
voortgebring word. A is 'n regs-superpriemring en dus bestaan daar 'n element, se
0* c e«a)I)A sodanig dat as cz = 0, z eA, dan is z = o. Volgens 1.1.23 is c3 e «a)j)
«a)j)~ c (a)I . c3*0: gestel c3=0 dit is cc'-= O. Dan is c2 = 0 en hieruit volg dat c = 0,
'n teenstrydigheid. Laat nou o*z eI. Dan volg soortgelyk dat c3z *O. Uit 4.7 is
c3 e(a)I links-kansel1eerbaar sodat I regs-superpriem is. 'iNis geslote onder essensiele
uitbreidings: laat I e'iN 'n essensiele ideaal in A wees. Dan is A e'iN: laat 0*a eA. I is
'n essensiele ideaal in A sodat IfI(a)A* O. Laat dus O*b elfI(a)A. I is 'n regs-
superpriemring en dus bestaan daar 'n element, se O*e e(b)j c(a)A sodanig dat as ey
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= O,y eI, dan isy=O. Vir O:t=e e(a)A geld dat as ex = 0, xeA, dan is x = O:laat ex =0
vir 'n x eA Dan is e(xI) = 0 en dus volg dat xl = O. I is 'n priemring en dus is A 'n
priemring. Gevolglik is die linker-annihilator van I gelyk aan 0 uit 1.1.21. Dus x = 0
sodat A 'n regs-superpriemring is.
Laat 0' die boradikaal bepaal deur die klas van regs-superpriemringe wees. Dan is 0' 'n
spesiale radikaal en heet die regs-superpriemradikaal.Volgens 2.8 is
O'(A)=n {I <IA: I is 'n regs-superpriemideaal}.
4.10 Stelling
A is 'n regs-sterkpriemring as en slegs as elke nie-nul ideaal I van A 'n eindige
deelversameling F bevat sodanig dat die regter-annihilator van F in A gelyk aan nul is.
Ons se die ideaal I bevat 'n isolator F vir A.
Bewys
Vir A=O geld die stelling. Gestel A:t=0 is regs-sterkpriem. Laat O:t= I <I A en O:t= a el.
Omdat A regs-sterkpriem is, bestaan daar 'n eindige deelversameling, se F e A,
sodanig dat as aFz=O, z eA, dan is z=O.Stel F '=aF. Dan is F'e I en die regter-
annihilator van F' is gelyk aan nul. Omgekeerd, laat A:t=0 en gestel elke nie-nul ideaal
I van A bevat 'n eindige deelversameling F sodanig dat die regter-annihilator van F
gelyk aan nul is.Laat O:t=aeA en gestel Fe (a) is 'n eindige deelversameling sodanig
dat die regter-annihilator van F gelyk aan nul is. Daar bestaan 'ny eA sodanig dat
v
ay:t= O:gestel ay=O vir elkeyeA. Laat O:t=zeA enfeF, se f=na+sa+atLSJl1ti (n eZ
i=\
v
en s,t,Si, Ii eA viri=1,2, ... ,v). Dan is fz=naz+saz+atz+ LSJl1tiZ =0.
i=\
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Dus isFz=O waar O=l:-zeA, strydig met die keusevan F. Laat nouyeA sodanig dat
ay=l:- O. Dan bestaan daar 'n eindige deelversameling, se Gc (ay), sodanig dat as Gz=0,
Z eA, dan is z=O. G kan gekies word sodat dit van die vonn {ay, ayrI, ... ,ayrk} is waar
w
r., ... ,rk eA: laatteG en se t=s.ay+ayn +n.ay+LStiQrli (s, n,Sti, rti eA vir
i=l
i=I,2, ... ,w en Dt eZ). Kies G' =U {ay,ayrt ,ayrti}. Nou as G'z=O, zeA, dan is z=0:
i,t
w
laat zeA sodanig dat G'z=O. Dan is tz=( s.ay+ayn +rqay+LStillrli)z
i=l
w
= stQ)1Z+aynz+ntQ)1Z+ L sear« Z
i=l
=0.
Dus is Gz=0 sodat z=0. Stel nou G={ ay, ayrI,... ,ayrk : rI,... ,rk eA}. Dan is die
versameling {y,Yrl,...~k} 'n isolator vir a e A, sodat A 'n regs-sterkpriemring is.
4.11 Stelling
Elke regs-sterkpriemring A is 'n priemring.
Dewys
Die ring A=Ois 'n priemring. Gestel A =I:- 0 is 'n regs-sterkpriemring. Laat 0 =I:- I <I A en
J <I A, sodanig dat IJ=O. Volgens 4.10 bevat I 'n eindige deelversameling, se F, sodanig
dat die regter-annihilator van F gelyk aan nul is. FJ=O, omdat IJ=O en gevolglik is J=O
sodat A 'n priernring is.
4.12 Stelling
'n Ideaal I van A is regs-sterkpriem in A as en slegs as daar vir elke x eCA(I) 'n eindige
deelversameling F c A bestaan, sodanig dat as xFrc I, reA, dan is reI.
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Dewys
Vir I=A geld die stelling. Laat 1:1; A 'n regs-sterkpriemideaal van A wees en x ECA(I).
Mis 'n regs-sterkpriemring en dus bestaan daar vir x+I EM 'n eindige
deelversameling, se F=lji+IJi+I, ... j;.+I} eM, sodanig dat as (X+I)F(r+I)={I},
r+I EM, dan is r+I=1. Stel F '={fiJi, ... j;.} en laat rEA, sodanig dat as xF'reI, dan is
xfirEI vir i=1,2, ... ,n. Dan is (X+I)F(r+I)={I} en gevolglik is r+I=I sodat
r EI.Omgekeerd, laat I <I A, 1:1; A, en gestel daar bestaan vir elke x ECA(I) 'n eindige
deelversameling FeA, sodanig dat as xFreI, rEA, dan is rEI. Mis regs-sterkpriem:
laat I:I;a-t-! EAII. Dan is a in die regter-annihilator van I. Dus bestaan daar 'n eindige
deelversameling, se F=ljiJi, ... /n} eA sodanig dat as aFreI, rEA, dan is rEI. Stel
F '=lji+lJi+I, ... /n+I} en laat r+I EAII sodanig dat (a+I)F' (r+I)={I}, dit is,
(a+I)(ti+I)(r+I)=1 vir i=1,2, ... ,n. Dan is afirEI vir i=I,2, ... ,n, met ander woorde,
aFrcl. Nou volg dat rEI sodat r+I=I. AlI is dus regs-sterkpriem sodat I regs-
sterkpriem in A is.
4.13 Stelling
'n Ideaal I in A is regs-sterkpriem as en slegs as daar vir elke x E CA(I) 'n eindige
deelversameling F e (x) bestaan sodanig dat as Fze I, z EA, dan is z E I.
Dewys
Vir I=A geld die stelling. Laat 1:1; A 'n regs-sterkpriemideaal in A wees en x E CA(I).
M is 'n regs-sterkpriemring en volgens 4.10 bevat «x)+I)/I:I; 0 'n eindige
deelversameling, se F, sodanig dat die regter-annihilator van F in All gelyk is aan nul.
Laat
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F={fi+IJi+I, ... th+I :fi e(x) vir i=I,2, ... ,n}. Stel F'={JiJi, ... th }. F 'c(x) en vir F'
geld dat as F 'zc I, z eA, dan is z eI:laat z eA sodanig dat F 'zc I. Dan isfjZeI vir
i=I,2, ... ,n. Dus is (fi+I)(z+I)=I vir i=I,2, ... ,n. Met ander woorde, F(Z+I)=I. z+I=I,
omdat die regter annihilator van F in AlI gelyk is aan nul. Gevolglik is z eI.
Omgekeerd, laat I <I A, I"*A en gestel daar bestaan vir elke x e CA(I) 'n eindige
deelversameling F c (x) sodanig dat as FzcI, z eA, dan is z eI. Laat {I}"*KfI <I AlI en
1"* b+I eKfI. Vir be CA(I) bestaan daar 'n eindige deelversameling, se
G={gl,g2, ...,go} c (b) sodanig dat as Gz c I, z e A, dan is z e I. Stel
T={gl+I,g2+I, ... ,go+I}. T c KfI en die regter-annihilator van T in AlI is gelyk aan nul:
laat z+I eAII sodanig dat T(z+I)={I}, dit is (gj+I)(Z+I)=I vir i=I,2, ... ,n, met ander
woorde, GzcI. Gevolglik is z eI sodat Z+I=I. AlI is volgens 4.10 'n regs-
sterkpriemring, sodat I 'n regs-sterkpriemideaal in A is.
4.14 Definisie
'n Deelversameling G van A heet 'n sp*-stelsel as daar vir elke g e G 'n eindige
deelversameling F c (g) bestaan, sodanig dat Fz(\ G"*4>, vir elke z e G.
4.15 Stelling
Laat I <I A I is regs-sterkpriem in A as en slegs as CA(I) 'n sp*-stelsel is.
Bewys
Vir I=A geld die stelling. Laat I":/:. A 'n regs-sterkpriemideaal van A wees en x e CA(I) .
Volgens 4.13 bestaan daar 'n eindige deelversameling, F c (x), sodanig dat as Fzc I,
z eA, dan is z el. Dus, as z e CA(I), dan is Fz(\ CA(I) "* 4> sodat CA(I) 'n sp*-stelsel is.
Omgekeerd, veronderstel CA(I) is 'n sp*-stelsel. Dan bestaan daar vir elke x e CA(I) 'n
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eindige deelversameling F c (x), sodanig dat as Fzc I, z EA, dan is z EI. Volgens 4.13
is I 'n regs-sterkpriemideaal in A.
4.16 Stelling
Laat I <1 A en S=CA(I). 8 is 'n sp*-stelsel as en slegs as daar vir elke XES 'n eindige
deelversameling F c A bestaan, sodanig dat xFrrv S '*4>, vir elke rES.
Dewys
Vir S=4> en 8=A geld die stelling. Laat S '*4>, 8,* A en gestel S is 'n sp*-stelsel. Dan is
1= CA(I) 'n regs-sterkpriemideaal in A. Laat XES, met ander woorde, x E CA(I).
Omdat I regs-sterkpriem is in A, volg uit 4.12 dat daar 'n eindige deelversameling
F c A bestaan, sodanig dat as xFr c I, rEA, dan is rEI. Laat rES, met ander woorde
r E CA(I). Dan is xFr a: I sodat xFrn 8,* <I> . Omgekeerd, veronderstel daar bestaan vir
elke XES, waar 8,* A, 'n eindige deelversameling F c A, sodanig dat xFrr. S '* 4>, vir
elke rES. Laat z ECA(I )=8. Dan bestaan daar 'n eindige deelversameling F c A
sodanig dat xFrr. S'* 4> vir elke rES. Dus, as r ECA(I )=S, dan is xFr a: I, sodat I
volgens 4.12 regs-sterkpriem in A is. Gevolglik is S 'n sp*-stelsel.
4.17 Stelling
As I 'n ideaal in A is en en Pis 'n regs-sterkpriemideaal in A, dan is Ir.P 'n regs-
sterkpriemideaal in I.
Dewys
Vir P=A geld die stelling. Laat P,* A 'n regs-sterkpriemideaal van A wees en I <1 A. Vir
I=P geld die stelling. Laat I,*P. CI( Ir.P)=CA(P)r.I: laat XECI( Ir.P), met ander
woorde, xeI, maar x~ InP. Dan isx~P en dus is X ECA(P)r. I sodat
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CI(IflP)eCA(P)nl. LaatxeCA(P)fll, met ander woorde x sP enxeA. Dan is
x~lnP, dit isxeC1( InP) sodat CA(P)nIe CI( InP). CI( InP) is 'n sp*-stelsel:
laat b eC1(IflP)=CA(P)n I. CA(P) is 'n sp*-stelsel, omdat P 'n regs-sterkpriemideaal
in A is. Vir b eCA(P) bestaan daar dus volgens 4.12 'n eindige deelversameling
1={XI,X2, ... ,Xn} eA, sodanig dat blcfl CA(P):I= 4>, vir elke ceCA(P). Laat
deCA(P)nleCA(P). dan is bldnCA(P):I= 4> en dus bestaan daar 'n element, Xkel
sodanig dat bxk4e CA(P) . CA(P) is 'n sp*-stelsel. Daar bestaan dus volgens 4.16 vir
bxede CA(P) 'n eindige deelversameling {Zl,Z2, ... ,zm} e A, sodanig dat {bXk!lzlt,
bXk!lz2t, ... , bxk!lzmt }nCA(P):I= 4>, vir elke teCA(P)nl. Dus geld vir elke
teCA(P)nl=CI(lnP), dat {bXk!lzlt, bXk!lz2t, ... , bxk!lzmt }flC1(lnP) :1=4> want
{bXk!lzlt, bXk!lz2t, ... , bxk!lzmt} el. Laat F={Xk!lzI, Xk!lz2, ... , xk!lzm }. Fel, want del.
Vir elke be CI(InP) bestaan daar dus 'n eindige deelversameling Fel, sodanig dat
bFtfl C1(In P):I= 4>, vir elke t= C1(I n P). Uit 4.16 volg dat C1(I n P) 'n sp*-stelsel is,
sodat IflP volgens 4.15 'n regs-sterkpriernideaal in 1 is.
4.18 Stelling
Laat 1Jt= { A : A is regs-sterkpriemring}. Dan is 1Jt'n spesiale k1as van ringe.
Dewys
Uit 4.11 volg dat 1Jtuit priemringe bestaan. 1It is erflik : laat 0:1= A e1lt en 0:1= 1<J A. (0)
is 'n regs-sterkpriemideaal in A omdat A 'n regs-sterkpriemring is. Verder volg dat
(O)fl 1=(0) 'n regs-sterkpriemideaal in 1 is uit 4.17, sodat 1 regs-sterkpriem is. 1Jtis
geslote onder essensiele uitbreidings: laat 1e1lt 'n essensiele ideaal in A wees. Nou
volg uit [10] dat Ae1lt.
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Laat s die boradikaalbepaal deur die klas van regs-sterkpriemringe wees. Dan is s 'n
spesiale radikaalen heet die regs-sterkpriemradikaal.
Uit 2.8 volg dat s(A) =(\ {1<1 A: 1 is 'n regs-sterkpriemideaal}.
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HOOFSTUK VYF
EIENSKAPPE VAN RINGELEMENTE WAT
SUPERNILPOTENTE EN SPESIALE RADlKALE BEPAAL
5.1 INLEIDING
Sekerevoorwaardes op eienskappe wat 'n element van 'n ringmag besitom 'n radikaalklas te
bepaal, is in 1975 deurWiegandt[19]ondersoek. Hierdiebenadering het die proses om te
ondersoekof'n eienskap van ringelemente 'n radikaalklas bepaal, heelwat vereenvoudig. Stefan
Veldsman [16] het hierdie ideesuitgebrei om eienskappe te bepaalwat leitot supernilpotente en
spesiale radikaalklasse. Veldsman stel eers basiese begrippe, dan karakteriseer hy spesiale en
supernilpotente radikaalklasse in termevan eienskappe en laastens beskou hyvoorbeelde waarop
hysy teorie toepas. In diehierdie hoofstukbeskouons die bogenoemde teorie van Veldsman .
5.2 BASIESE BEGRIPPE
Laat P 'n abstrakte eienskap wees wat 'n ring mag besit. -P dui die logiese negatiewe "nie-P"
van P aan. 'n Element x van 'n ring A heet 'n P-element van A, as dit die eienskap P besit. 'n
Ring A (deelring I van A , ideaal I van A) heet 'n P-ring (p-deelring van A , P-ideaal van A)
as elk van hulle elemente 'n P-element in A (in I, in I) is.
Die volgende voorwaardes sal gereeld gebruikword:
Laat I 'n ideaal inA wees.
(a) As x 'nP-element van A is, danis die neweklas x+I 'nP-element van NI.
(~) As x E I 'n P-element van A is, dan isx oak 'n P-element van I.
(B) As x E I 'nP-element van I is,dan is x oak 'n P-element van A
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(E) As I 'n P-ideaal van A is en die newekIas a+I is 'n P-element van AlI, dan is a ook 'n P-
element vanA
Vir 'neienskap P, word diekIas van alle P-ringevoorgestel deur ~). As !l'n kIas van ringe is,
danwordS~ soosgewoonlik , gedefinieer deur Sa'= {A : A het geenme-nul ideale in B me}. As
B 'n radikaalklas is , dan is SB die halfenkelvoudige kIasvancr.
5.2.1 Proposisie
Laat P 'n eienskap wees wat voorwaardes (a), (5), en (E)bevredig. Danis~) = {A : A is 'n p,
ring} 'nradikaalkIas. As P ook (J3) bevredig , danis~) 'n erflike radikaalkIas. Omgekeerd, as ie 'n
radikaalklas is, danis daar 'n eienskap P wat voorwaardes (a), (0), en (E) bevredig, sodat ie=~).
As ~erflik is, danbevredig P ook voorwaarde (P).
Bewys:
Die eerste deelvandie stelling is slegs Stelling 1uit [19]. Laat ie 'n radikaalklas woos. As ~A) die
ie-radikaal van die ring A is, dan definieer ons eienskap P soos volg: x is 'n P-element van A as
x E~A). Nou is :e=~): Veronderstel O:;t:AE~). Dan is A 'n P-ring, d.w.s elke element van
A is 'n P-element. Dit beteken dat elke element van A in ~A) is, met ander woorde Ac ~A).
Omdat ili:(A)cA volg ~A) = A . Dus is A in iewat beteken dat ~) c:e. Omgekeerd,laat
O*AEie Dan is~A) = A, waaruitvolg dat A in~) is. Dit beteken ie c~). Die gelykheid
ie=~) volg dan. Laat 1 'n ideaal van A wees. Definieer e : A ~ AlI as die natuurlike
homomorfie. Dan is e sutjektief. Laat x 'n P-element van A wees. Dit beteken x E ~A). Maar
~A)Eie. Verder is e(ili:(A» E ie en dus 'n P-ideaal. Omdat ~AII) diegrootste P-ideaal in AlI is,
wat elke ander P-ideaal in NI bevat moet e(~A» ook in ili:(AII)=~e(A» Ie. Daarom x+IE
~M). Hieruitvolgdat asx 'n P-element van Ais, dan isx +1 ook 'nP-element vanNI. Nou volg
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(B) want: laat x EI en x 'n P-element van1.Dan is x E2l). Uit 1.1.9 is :«J) 'n ideaal van A en dus
2l) ~~A)vir enige ideaal I van A Dus is x E~A). Dus is x 'n P-element van A P bevredigook
(8)want:Laat I 'nP-ideaal van A wees. Dan is I c ~A). Laat verdera+I 'nP-element in AlI wees.
Dan is a+I E~Nf). Verder volg uit (a.) dat die neweklas (a+I)+~A)/I 'n P-element is van
(Nf)I(~A)/I) == A1~A) volgens die derde isomorfiestelling. Omdat ~A1~A»)=O, is a+I E~A)/I
en dusvolg dat aE ~A), waaruitvolgdat a 'nP-element van A is.P bevredig nou (J3) as ~ erflik is:
laat x E I 'n P-element van A wees, en I enigeideaal van A Dan is x E~A). D.w.s. x E21), want
as ~ erflik is , volg uit 1.1.10 dat ~1n~A) vir enige ideaal I van A . Hieruit volg dat x 'n P-
element van I is.
Veronderstel nou ons begin met 'n eienskap P wat voorwaardes (a.), (B) en (8) bevredig. Dan is
ie=~) 'n radikaalklas. Deur weereens proposisie 5.2.1 te gebruik, bestaan daar 'n eienskap P' (nl.
aE~A» wat voorwaardes (a.), (B) en (8) bevredig sodanig dat ~)=ie=~). Ons kan nou die
verhouding tussenPen P' bepaal. Veronderstel x is 'n pi-element , dan is x ook 'n P-element. Die
omgekeerde is nie waar nie. Byvoorbeeld, laat P die nilpotente eienskap wees. Dan is ~=~) 'n
radikaalklas en pi is die eienskap x E~A), waar x E~A). ass (x), die ideaal van A voortgebring
deur x, 'n nilideaal is. As A die komplete matriksring van orde twee oor die heelgetalle is, dan is x
=
nilpotent (en dus 'n P-element), maar (x) is nie 'n nilideaal van A nie. Dus is x nie 'n P'-element nie.
In die algemeen is x 'n P-element van 'n ring A ass (x) 'n P-ideaal van A is: laat x 'n P-element
wees, x EA Dan is x E~A). Omdat (x) die kleinste ideaal is wat virx bevat, moet (x)c ~A). Uit
die definisie van 'n P-ring is elke element van 'n P-ring 'n P-element. Dit beteken dat (x) 'n P-ideaal
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van A is. Omgekeerd: laat (x) 'n P-ideaal van 'n ring A wees. Dan is (x)c~A). Dit beteken
X e ~A). Dus is x 'n P'-element van A Verder kom P en P' ooreen as en slegs as s:<'={A : A besit
geen me-nul P-elemente}:
Laat~={A: A besitgeen me-nul P-ideale}, ditwit se~ is gedefinieer soos in 1.1.13,en
7 ={A : A besit geen me-nul P-elemente}. Veronderstel P en P' kom ooreen. Daar moet nog net
aangetoonword dat 7= s;e Laat Ae Sie Veronderstel nou dat O:;t:xeA 'n P-elementvan A is.
Dit beteken x is 'n P'-element van A Dan is (x) 'n P-ideaal van A Dit is teenstrydig met die
definisie van~. Dus is Ae 7. Omgekeerd, laat Ae 7. Veronderstel nou dat O:;t: (x) 'n P-ideaal
van A is, dan is x 'n P'-element van A, waaruit volg dat x ook P-element van A is. Teenstrydig met
die definisie van 7. Dus is A eSie
5.3 SPESIALE EN SUPERNILPOTENTE IDEALE
Ons stelnou nog twee voorwaardesvoor wat 'n eienskap P mag besit:
(o) As x 'n -P-element van A is, dan is daar 'n priernideaal I van A, Xi! I, sodanig dat NI geen
me-nul P-idealebesitme.
('t) As x 'n -P- element van A is , dan is daar 'n serni-priernideaal I van A , x ~ I , sodanig dat NI
geen me-nul P-ideale besit me.
5.3.1 Proposisie
Laat P 'n eienskap wees wat (<X), (P), (0), en (o) bevredig. Dan is ~) 'n spesiale radikaalklas.
Omgekeerd, as ~ 'n spesiale radikaalklas is, dan is daar 'n eienskap P wat (<X), (P), (0) en (e)
bevredigsodanigdat~~).
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Dewys:
OmdatP eienskap (a) bevredig , volg nou dat as x 'nP-element van A is , dan is xtI 'n P-element
van AlI, I 'n ideaa1 vanA Dit beteken dat as A 'nP-ring is, dan is elkeelement van A 'nP-element,
waaruit volgdat elke element vanAlI 'nP-element salwees. Dus is iE(.P) homomorfgeslote. Omdat
P eienskap (13) bevredig, volg dat as x eI 'n P-element van A is, dan is x ook 'n P-element van I.
Dus, as Ae~) ( d.i. A is 'n P-ring), dan sal elkeelement van A 'n P-element wees, waaruitvolg
dat elke element vanI 'n P-element is. Nou volg dat I 'n P-ring is. OmdatI wi11ekeurig gekies was,
volg dusdat~) erflik is. AsA niein iE(.P) is nie, danis daar 'n nie-nul e-P-element x in A . Uit (0")
volg dat daar 'n priemideaal I vanA is metx ~ I nie, sodat AlI geennie-nul P-idea1e besitnie. Dus
is AlI 'n nie-nul priem faktorring van A wat geen nie-nul iE(.P)-idea1e besit nie. Uit 2.18 volg dat ~
'n spesiale radikaalklas is. Omgekeerd, veronderstel ~ is 'n spesiale radikaalklas. Dan, uit 5.2.1
bestaan daar 'n eienskap P (nl. a e~A)) wat voorwaardes (a), (0) bevredig met ~ = iE(.P). P
bevredig ook (13): ~ is 'n spesiale radikaalklas en dus supernilpotent uit 2.9(i). Dus uit 2.5 is ~
erflik. Laat xeI 'n P-element van A wees. Dus xe~A). Maar ~~A)I1I. Gevolg1ik is
xe~. Daaromisx 'n P-element van I. Verderis ~A) = I1{I: I 'n ideaal vanA sodanig dat AlI 'n
priemring is wat geen nie-nul idea1e in ~ besit nie}: Laat ~ 'n spesiale radikaalklas wees met
ie=U?Jt, 1Jt 'n spesiale klas. Laat~l, ~2, ~3 klasse weessodanig dat
~l ={I : I 'n ideaal van A sodanig dat ~NI)=O},
~2 = {I : I ideaalvanA sodanig dat AlI 'n priernring iswat geennie-nul idea1e in~ besit nie} ,
~3 = {I : I priemideaal van A sodanig dat NI e1Jt} . Verder definieer ons die volgende
~l(A)=n ~l ~(A)=n ~2 en ~(A)=11 ~3 . ~l(A) =~A) uit 1.1.11 en uit 2.8 en 2.11 volg dat
~(A) = ~A). Dit is dus voldoende om aante toon ~l(A)c ~A)c ~(A). Laat I e~3. Dan is I 'n
priemideaal van Asodanig dat AlI. e11t. Dan is AlI. priem. Verderis AlI ~-halfenkelvoudig want uit
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1.1.17 is ie=U1Jt die grootste radikaalklas waarvoor elke ring in ?It ~ha1fenkelvoudig is. Dit
beteken AlI besit geen nie-nul ideale in ;e nie. Dus I E~2. Laat I E~2 . Dan is AlI priem en besit
geen nie-nul ideale in ienie. Dit betekenAlI is ie-halfenkelvoudig, waaruit volg dat ~AII)=O. Dus
IE~l . Hieruit volg ~3C~2C~1 en dus iel(A)c~(A)c~(A). Veronderstel x is 'n -Pselement
van A nit betekenx ~ ~A). Dan bestaan daar 'n ideaal I van A , x ~ I, All priem sodanig dat
All geen nie-nul ideale in iebesit nie.
Soortgelyk , vir supernilpotente radikaalklasse het 005:
5.3.2 Proposisie
As eienskap P voorwaardes (o), «(3), (0) en (t) bevredig, dan is :e(P) 'n supernilpotente
radikaalklas. Omgekeerd, as ie 'n supernilpotente radikaalk1as is , dan is daar 'n eienskap P wat
voorwaardes(o), «(3), (0) en (r) bevredig, sodanigdat ie= :e(P).
Bewysr '
Soos by Proposisie 5.3.1 kan 005 nou bewys dat 2'P) homomorfgeslote is uit (o) en ook dat dit
erflik is uit «(3). As A~:e(P) , dan is daar 'n nie-nul-P-element x in A . Uit ('t) volg dat daar 'n semi-
priemideaal I van A is en x ~ I , sodat AlI geen nie-nul P-idealebesit nie. Dus is AlI 'n nie-nul semi-
priem faktorring van A wat geen nie-nul :e(P)-ideale besit nie, uit (r), Uit 2.18 volg dan dat :e(P) 'n
supernilpotente radikaalk1as is. Omgekeerd, as ;e 'n supernilpotente radikaalklas is, dan bestaandaar
'n eienskap P wat voorwaardes (a.) en (0) bevredig, volgensProposisie 5.2.1. Uit 2.5 volg dat ;e
erflik is en bevredigdus «(3) uit Proposisie 5.2.1 met ;e=:e(P). Deur die feit te gebruikdat
ielA)= n{I : I 'n ideaal van A is sodanig dat AlI 'n semi-priem ring is wat geen nie-nul idealevan ;e
besitnie} volg dat P ook (r) bevredig.
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5.4 Voorbeelde
Die eerste drie voorbeelde is welbekend en ons gebruik bekende tegnieke. Ons illustreer bier, die
gebruik vanProposisie 5.2.1. Die proposisie vereenvoudig dieberekeninge om vas te stelof 'n klas
van ringe 'n spesiale radikaalklas is.
5.4.1 LaatP dienilpotente eienskap woos. Dan bevredig P voorwaardes (a), (~) en (0):
(a):
Veronderstel x is 'n P-element van A Dan bestaan daar 'n heelgetal n sodanig dat 'it = O. Beskou
nou x+1 EA/I. Danis (x+lt= x"+I = 0+1 = I.. Dit beteken dat x+1 'n P-element van AlIis.
(~):.
Veronderstel x E1is 'n P-element vanA Dan bestaan daar 'n heelgetal n sodanig datx" = O.
Ons toon nou dat (a) ook bevredig word. Veronderstel x is 'n -P-elementvan A. Dit betekendaar
is nie'nheelgetal n waarvoorx" = 0 me. Dan is daar 'n m-stelsel M= {x,x'l';,...} wat me nul bevat
me. UitZorn se lemma, kiesons 'n ideaal 1van A maksimaal m.b.t die eienskap InM =4>. Ons toon
nou dat 1 'n priemideaal is. Veronderstel S en T is ideale van A sodanig dat STc I. Neem aan dat
SrzI en T<tI. Laat S '=I+S en T' =I+T. Beide S '::::>1 en T '::::>1, en uit die maksimaliteit van 1
m.b.t. InM ==4> volg dat S' rM:t: cP en T' n M;tcP. Dan bestaan daar 'n~ in S 'en 'n~ in T '.
Beskounoufi= i t :t: 0 , want ~ ,t EM. Verderis~~=~ t ES 'T '. Maar
S ' T' =(S+I)(T+~ST+Ig.Dus is ~~ EI. Maar InM=4> .Dus het ons 'n teenstrydigheid. Dus
moet Sd 6fTd wees. Verder isxd wantx EM. AsB/I 'n me-nul P-ideaal van AlI is, dan is daar
vir elke b E B 'n positiewe heelgetal n sodanig dat bD E I. Omdat Ie B (want B/I :t:O), isBnM~
want 1ismaksirnaal m.b.t. IrM ==4>. Daarbestaandus 'n b EB n M en 'n heelgetal m sodanig dat
b=xn ;t 0 . NOll bestaan daar 'nheelgetal n sodanig dat b D=(rjD E 1 . Dit betekenxm E I sodat 'n
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heelgetal k=rnnbestaan sodanigdat x! e I. Dit is teenstrydig met1 (J M ~. Dus het NI geen me-
nul P-ideale nie, waaruit volg dat~), dieklasvan aile nilringe, 'n spesiale radikaalklas is.
5.4.2 LaatP die links-kwasi-reguliere eienskap van 'n elementx in die ring A wees. Dan bevredig P
die eienskap (a), (J3) en(0):
(a) : Veronderstel x is 'n P-element van A Dan bestaan daar 'n heelgetaly e A sodanig dat x +y-




Dit beteken dat x+1 ook 'n P-element van NI is..
@) Veronderstel xel is 'n P-element van A:, d.w.s daar bestaan 'ny e A sodanig dat x+y-xy =0.
Dan isy = -x+xy . Maar -x is in1 en ook xy is in I. Dit betekeny is ook in 1 , waaruit volg dat x 'n
P-element van 1is.
(0) Veronderstel x el is 'n P-element van I; d.w.s daarbestaan 'ny e 1 sodanig dat x +y - xy = O.
Omdat1 'n ideaaI vanA is , isy ook in A:, waaruitvolgdat x ook 'n P-element van A is.
ODs toon nou aandatP ook (0) bevredig.
Veronderstel x is Die links-kwasie-regulier me. Dan bestaan 1 ' = {)oc-y: yeA} 'n linkerideaaI
van A, wat nie vir x bevat me want: veronderstel x e 1'. Dan is x = yx-y, d.w.s x+y =)IX; dus is
x+y-yx = O. Dit beteken dat x links-kwasie-regulier is, wat teenstrydig is met 008 aanname. Deur
rniddel van Zorn se lemma kies ODS 'n linkerideaaI M van A maksimaal m.b.t. reM en x~M.
Laat I={a e A : aA e M} . I=(M:A)uit 1.2.12. Dan is1 'n tweesydige ideaal van A met I eM en
x~l: Laat ae I. Dan is aA e M. Dit beteken ax eM. Dit wit se ax-ael'eM, want M is
rnaksimaal met betrekking tot x~M en reM. Dit beteken aeM .Verder is M 'n maksimale
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link:erideaa1 van A: veronderstel M is nie 'n maksirnale link:erideaal van A nie. Dan bestaan daar 'n
ideaalJ vanA wat vir Meg bevat. Verder isx eJ want M is maksirnaal met betrekking tot x (j!;M en
I' eM. Laat a E A Dan is ax eJ. Dit betekenax-a eI' eMe1. Dan is ax-a eJ. Dit betekena e1.
Uit 1.2.15 volg dat I primitiefis enuit 1.2.16 is I dus priem. Ons toon nog net laastens aan dat NI
geen nie-nul P-idealebesit nie.Veronderstel JII is 'n nie-nul P-ideaal van NI. Dan is AJA iM: laat
AJAeM. Dan is AJeI={aeA: aA eM}. Dit betekenAel of Jel want I is priem. Maar as
Ael dan is A=I. Maarx~I, dus kan dit nie gelykwees nie. As Jel, dan is J=I en JII is dan nul.
Maar JII is 'n nie-nul-ideaal. Laat aeJ en beA sodat Aab%M . Omdat Aab +M=A, is daar 'n
yeA sodat b-yabeM. Uit die feit dat a eJ volg datya+1 'n P-element van NI is. Dus is daar 'n
zeA sodat z» yael. Dan is b - (zoya)b= b - ( z + ya - zya)b = (b - yab) - z(b-yab) in M. Dit
beteken dat Aabe M wat teenstrydig is. Dus is ~) wat die Jacobson radikaalklas is, 'n spesiale
radikaalklas.
5.4.3 Laatx 'n P-element van diering A wees ass x G-regulier is;d.i. ass
x e G(x)={xa+a+-L (biXD;+bll;): a, a., b,e A }.Dan bevredig P (ex) en (0) .
(ex) Dit volg onmiddelik want as AlI 'n homomorfe beeldvan die G-reguliere ring A is, dan is elke
element van AlI G-regulier want: as a-ar-r - L (Xll)'; + x/Y;) = 0 in A is , dan is a'-a'r' -r' -
L (x''!l'y' i + x' iV'i) = 0 in AlI, waar a' die neweklas van a, x' die neweklas van x en r' die
neweklas van r is. 005 toon nou dat P ook «(J ) bevredig. Veronderstel x is nie 'n G-reguliere
elementvandie ringA nie. Dan is x ~ G(x) nie. Volgens Zorn se lemmakies 005 'n ideaa1 I van A
maksirnaal m.b.t. G(x)eI en x (j!; I. Dan is I 'n maksirnale ideaal van A: veronderstel I is nie
maksirnaal nie.Laat J<I A en Ie1.Dan moetx E 1.Maar vir enigea e A is
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a=(xa+a)-xaeG(x)+JcJ. Dit beteken AcJ, waaruit die gelykheid volg. Verder is~I(;tO) die
eenheidselement vanM: asx+I G-regulier is,volg dat x el - teenstrydig. Dus isx+I nie
G-regulier nieen volg dat -x+1 'n eenheidselement vir Mis. (SienLemma 67 in [4].)Dus is M 'n
enkelvoudige ring met eenheidselement. Nou is I 'n priemideaal: dit is voldoende om aan te toon
datM priemis. Laat 1,K<I M sodanig dat JK=O. As J;t 0 enKe 0, danmoet JK;t 0 . Maar M is
die enigste nie-nul ideaal in AlI, omdat dit enkelvoudig is. Dit beteken (Mi ;t 0 want M bevat
die eenheidselement. Die additiewe inverse van die identiteit (as dit nie nul is nie) in enige ring is
nooitG-regulier nie. Hieruit en ook uit die feit dat NI eenvoudig is , volg dat M geen nie-nul P-
ideale besit nie. Omdat~) , die klas van alle Brown-Mcoy radikaalringe, erflik is, is ~) 'n
spesiale radikaalklas.
5.4.4Laat P die volgende eienskap wees: x is 'n P-element van A as daar positiewe heelgetalle k
enn bestaan sodanig dat (nx)k = 0 ( soos gewoonlik, ox=x + x+ x + ...+ x n-keer). Dan bevredig P
dieeienskappe (a.), (J3) en (0). Ons toon dat P ook (0) bevredig. Laat x 'n -P-elementvan A wees.
Danis (OX)k;t 0 vir alle n enk. Laat S = { (nx)k: n, k positiewe heelgetalle}. Dan is S 'n m-stelsel:
vir (nx)k en (rnxi, laat r = n/+! mk+l x. Dan is (nx)k r (rnxi = «nrn)x)k+I+I e S. Omdat0 ~S volg
uit Zorn se lemma dat daar 'n ideaal 1 van A bestaan , maksimaal m.b.t. InS9j>. Dan is 1 'n
priemideaal enx ~1 : laatK en T ideale van 1wees, met KTc I. Veronderstel Ket 1en Til. Laat
K'=I+K en T'=I+T, danisbeideK'::::>I en T'::::>I en uit diemaksimaliteit van 1metbetrekking tot
InS9j> volg datKnS;t~ en Tf"'IS=t~. Dan bestaan daar 'n (OX)k e K' en (rnxi e T'. Laat
r = Ttl m k+l x . Dan is (OX)k r (rnxi = «nrn)x)k+/+l e K' T' =(K+I)(T+I)cKT+lcl. Dan is
«nrn)x)k+I+I e I. Teenstrydig met InS9j>. Verderhet M geen nie-nul P-ideale nie: Laat BII 'n nie-
nulP-ideaa1 vanM wees. Orndat 1cB, bestaan daar positiewe heelgetalle n en k sodanig dat (OX)k
eB. As (OX)k +1 'n P-element van BII is, dan is (m(ox)'~i e 1 vir 'n m en /. Dit is teenstrydig met
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IrIS=4>. Dus is (nx)k +1 'n me-nul -Peelement van BII, waaruitvolg dat AlI geen me-nul P-ideale
bevat me. Dus is~) 'n spesiale radikaa1k1as en bevat dit aile nilringe sowelas die ringemet me-
nulkarakteristiek.
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Gardner[7] het in 1988 spesiale radikaalklasse beskou met die fokus op subdirek-
onherleibare ringe. Hierdie hoofstuk is hoofsaaklik gebaseer op hierdie werkstuk van hom.
Dwarsdeur hierdie hoofstuk word Ie as 'n radikaalklas van ringe beskou en S die
ooreenkomstige halfenkelvoudige klas.
6.1 Definisie
'n Nie-nul ring A E Sis S-subdirek-onherleibaar as daar 'n ideaal H=HA van A bestaan
sodanig dat H :1= 0, AIR E S en as 0:1= I <] A en AlI E S, dan is H c I. HA staan nou
bekend as die s-hart van A.
Uit die bostaande definisie volg die altematiewe vonn:
6.2 Stelling
'n Nie-nul ring A ES is s-subdirek-onherleibaar ass die volgende voorwaarde geld:
As A 'n subdirekte produk van ringe ~ is, met i eI waar A, E S, dan is A=.~ vir 'n i.
Bewys
Laat 0:1= A «s: Veronderstel dat as A 'n subdirekte produk van ringe A, , met i E I waar
~ E S, dan is A=.~ vir 'n i. Dan is A S-subdirek-onherleibaar: Beskou al die nie-nul
ideale B, waarvoor ~=A/B, e S. Laat n Bj=O. Dan volgens 1.1.40 is A 'n subdirekte
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somvan ringe~. Dit beteken A==~ vir 'n i. Waaruitvolg dat A== AI B, E S. Dus is Bj=O-
teenstrydig. Hieruitvolg dat tlB,* O. Nou is AI tlB, E S volgens 1.1.52.Laat 0* K <l A
wees, met A/K E S. Danvolgens ons aanname is K= B, vir 'n i, en tlB,eBj=K.
Omgekeerd, gestelA E S, A* 0, is S-subdirek-onherleibaar en A is 'n subdirekte produk
van ringe ~, met i EI, waar~ E S. Maar volgens 1.1.40 bevat A 'n klas van ideale { Bi}
sodanig datrv Bj=O en AI B,== ~ E S. As B, =0, vir 'n i, dan is AI B,s A, As vir aile i EI
geld dat B,* 0, dan is AI B, E Sen HAe B; Dan HAe tlBj=O. Dit is teenstrydigmet
HA*O.
6.3 Proposisie
As A* 0, AESen elke egte homomorfebeeldvan A (d.w.s. 'n homomorfebeeld van A
wat nie A is nie) in :eis. dan is AS-subdirek-onherleibaar.
Bewys:
VeronderstelA-:I:- 0, A E Sen elke egte homomorfe beeldvan A is in ;e Ons wil bewys dat
A s-subdirek-onherleibaar is, dus moet ons dievolgende bewys:
1)Daar bestaan 'n ideaalH=HAvan A sodanigdat H-:I:-°en AIHE S
2) As1*0 en AlI E S. dan is Hel.
Ons kies H=HA= A. Dan is H=A-:l:-O. Verder is AlA=O E S. Laat nou 0 -:1:-1 <l A wees,
met AlI E S. Maar AlI is 'n egte homomorfe beeld van A en is dus in :e .Dit beteken
AII=0, waaruit volg dat 1= A en ook H e I.
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6.4 Proposisie
Laat ie erflik wees. As A S-subdirek-onherleibaar is, dan is HA <I • A
Bewys
Laat M <I A, maksimaal in die versameling r = {M,<I A: M, n HA = O}. Dan volg uit
1.1.30 dat H A == ( HA +M)/M <I • AIM . Uit ons aanname is HA <I A E S. Omdat ie erflik
is, volg uit 1.1.39 dat AIM E S. Maar dan is M = 0, want HA i Men dus is HA <I. A .
6.5 Proposisie
Laat ie erflik wees en A 'n me-nul ring in S, sodanig dat elke egte homomorfe beeld van A
in ie is . As A <I. B is, dan is B S-subdirek-onherleibaar .
Bewys
Omdat A E S en ie erflik is, volg uit 1.1.39 dat B inSis. Laat 0 * J <I B , met B/J E S.
Dan is A n J * 0, want A <I. B en J * O. Dus volg dat AI (A n 1) E ie, want
AI(An1) is 'n egte homomorfe beeld van A Maar AI(A n 1) == (A + 1)IJuit die tweede
ismorfiestelling en verder is (A+1)IJ <I B/J want A <I. B, J <I B, en B/J is in S, uit ons
aanname. Dus is AI(A n 1) = 0 want ien S= O. Dit beteken dat A cJ. Laat
K=n {J: O*J -a B en B/J E S}. Dan, soos voorheen, is AcK, want vir elke Ji met
0* Ji<I B en BI Ji E S , is A C Ji vir enige i. Hieruit volg dat A c n Ji = K. Dit wil se
K* 0 want A is nie nul nie. Nou is B/K 'n subdirekte produk van aile BI Ji, sodat uit
1.1.15(ii) volg dat B/K E S. Omdat K * 0, is B s-subdirek-onherleibaar met HB = K.
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6.6 Proposisie
Laat ~ supernilpotent wees. As A s-subdirek-onherleibaar is, dan is elke egte homomorfe
beeld van HAin ~.
Bewys
Laat 1 <IH A, met H,JI E S . Dan is 1 <1. HA <1 A. Verder is J3 die onderradikaalklas
bepaal deur aile nilpotente ringe. Dit beteken dat J3 die kleinste supemilpotente
radikaalklas is. Hieruit volg dat J3 c ~. Dit beteken dat S = s;e c,SJ3. Maar,SJ3 is die
klas van aIle semi-priem ringe . Dus is H.J]: E S semi-priem. Dus volg uit 1.1.24 dat 1<I A.
Omdat HAil in S is en (NI)/(H.JI) == AI HAES uit die definisie van S -subdirek-
onherleibaarheid , volg weer dat NI E s. Uit die feit dat HAdie S - hart is, volg nou dat
1=0 ofHAC I, dus is 1 = 0 of'H; = I. Ons weet alreeds dat 1 c H A. Laat nou O:;t: J <1 HA
en laat verder~NJ)= VI. Dan, uit die derde isomorfiestelling is
HJL == (HNJ)/(L/J)=(H,JJ)/ ~,JJ) E s . .Dus, soos bo is L=O ofL= HA. Maar 0 :;t: Jd.
Dus is L = HA. Hieruit volg dat H,JJ = L/J E~ .
6.7 Gevolgtrekking
As ~ supernilpotent is en A is S-subdirek-onherleibaar , dan is HAook.
Bewys
Volgens6.1 isHA:;t:OenHA<lA. Verderuit 1.1.13 isSerflik, sodat Hxe s. Uit 6.6 volg
dat elke egte homomorfe beeld van HAin ~ is. Verder , uit 6.3 volg dat as Ke 0 , K E S
en elke egte homomorfe beeld van Kin ie is, dan is K S-subdirek-onherleibaar met HK=K.
Dus is H A ookS-subdirek-onherleibaar.
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Ons kan nou al hierdie deeltjies saamvoeg om 'n karakterisering van S-subdirek-
onherleibaarheid te gee, wanneer je supemilpotent is.
6.8 Stelling
Laat ;e supernilpotent wees. Dan is A S-subdirek-onherleibaar as en slegs as dit 'n
essensiele uitbreiding van 'n me-nul ring S E Sis, sodat elke egte homomorfe beeld van S
in ;eis.
Bewys:
Veronderstel 0 '* SE S en elke egte homomorfe beeld van S is in ;e. Verder laat S<J• A.
Dan volg uit 6.5 dat A S-subdirek-onherleibaar is.Veronderstel A is s-subdirek-
onherleibaar. Dan volg uit 6.6 dat elke egte homomorfe beeld van HA in ;eis. Verder volg
uit 6.4 dat HA <J• A .
Ons skenk nou aandag aan die gevolgtrekkings afgelei uit die voorafgaande resultate.
6.9 Gevolgtrekking
Laat ;esupernilpotent wees. As A S-subdirek-onherleibaar is, dan is HA ook en HA <J. A
Bewys
Veronderstel A is s-subdirek-onherleibaar. Dan volg uit 6.4 dat HA <J. A. Verder volg uit
6.7 dat HA ook S-subdirek-onherleibaar is.
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6.10 Stelling
As ie supernilpotent is , dan is alle s-subdirek-onherleibare ringe priem.
Dewys
Laat A S-subdirek-onherleibaar wees. As I,J <I HA en U = 0, dan is (In Ii = 0 want
U={ L aj bj : aj E I, bj E J} = 0 en dus is (I n Ii = (In 1) (I n 1) c U = O. Omdat ie
eind
supernilpotent is ,is In J = 0 want I <I HA , J <I HA E S en dus is I,J E S, omdat S erflik
is. Verder volg dat In J <I J E S en daaruit dan weer dat In J E S want S is erflik. Maar
Sbesit geen nie-nul nilpotente ringe nie want ieis supernilpotent en ie nS=O. Dus
(I n 1)= 0 . As J =I; 0 is , dan is 1 == J/( In1) == (1+1)/J uit die tweede isomorfie stelling en
verder is (1+1)/J <I HA /J E ie uit 6.6, want ie is supemilpotent en dus is elke egte
homomorfe beeld van HA in ie. Maar 1<I HA E S en dus is 1 E S want Sis erflik.
Hieruit volg dat 1=0 want 1 E ieen ien S= O. Dus is HA 'n priemring. Omdat essensiele
uitbreidings van priemringe weer priem is, impliseer 6.9 dat A priem is.
6.11 Definisie
'n Radikaalklas ie met 'n halfenkelvoudige klas S, is ekstra-spesiaal as
(i) ie supernilpotent is,
(ii) elke ring in S 'n subdirekte produk van S-subdirek-onherleibare ringe is.
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VIr die doel van die volgende stelling word die duale radikaalklas soos volg gedefinieer: 'n
supernilpotenteradikaalklas ie is 'n duale radikaalklas as ie=U1Jt, waar?lt die klas van aIle
subdirek-onherleibare ringe met ie-halfenkelvoudige harte is.
6.12 Stelling
Die ekstra-spesialeradikale Ieas 'n klas tussen die duale spesialeen die spesiale radikale.
Dewys
Laat E die ekstra-spesiale , ~ die spesiale en Z' die duale spesialeradikaalklasse wees. Ons
beweer dat Z'cE c~.Nou isZ'cE: Laat ie 'n duale radikaalklas wees. Dan is ie
supernilpotent. Laat AES. Volgens 2.9(ii) is A dus 'n subdirekte produk van ?It-ringe
waar ie=U1It. Dan is A 'n subdirekte produk van subdirek-onherleibare ringe~met harte
Hi in S. Omdat ie supemilpotent is, volg dat ie erflik is. Nou volg uit 1.1.45 dat~ ES
want Hi ES. Omdat~ subdirek-onherleibaar is volg dat as Ai=LTIc, TkES , dan is
A= Tkvir 'n k. Uit 6.2 volg dus dat A 'n subdirekte produk van S-subdirek-onherleibare
ringe is. Ook is Ec~: Laat ie 'n ekstra-spesiale radikaalklas wees. Dan is ie
supernilpotent. Volgens 2.10 is ie ::SUX, Xdie klas van priemringe in S. Dit is dus
voldoende om aan te toon dat UX::S; ie. Laat A E UX. Dan besit A geen nie-nul homomorfe
beelde in Xnie.VeronderstelL:t:0 is 'n homomorfe beeld van A in S. Dan is L 'n
subdirekte produk van S-subdirek-onherleibare ringe L, . Volgens 1.1.40 bevat L 'n klas
ideale {Br] sodanig dat rlBi=O en LlBi=Li. Maar daar bestaan 'n homomorfe beeld L van
A, asook 'n homomorfebeeld LlBi van L. Dan volg dat L'B, 'n homomorfe beeld van A
IS.
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6.13 Stelling
Laat ie supernilpotent wees en laat S so wees dat as A «s 'n ketting {I, IA. e A} van
ideate het, sodat elke AI fA. e S, dan is Alu h eS . Dan is ie ekstra-spesiaal.
Dewys
Laat 0 *a eA eS en I> {I: I <I A sodanig dat a ~ I en AlI e S}. Ons aanname wat S
betref, verseker dat uit Zorn se lemma , r 'n maksimale element M., besit. Nou is
AlMaesen se 0 *a= a + M., dan is a e AIM•. Laat 0 * J/M.<I AIM. met
(AIM.)/(JI M.) e S . Dan is AlJ e S want AlJ == ( AI M.)/( JI M.) volgens die derde
isomorfiestelling. Uit die maksimaliteit van M, volg dat a in J is en daaruit dat a eJI M, .
Dit beteken dat
K = " {X: 0 * X <I AI M. en (AI M.)/X «s )*O. Maar (AI M.)IK is 'n subdirekte
produk van die ringe (AI M.)/X , en is dus in S volgens 1.1.15(ii). Dus is AI M. S-
subdirek-onherleibaar met S -hart K. Nou is (') {M. : a e AI{O}} = O. Hieruit volg dat A
'n subdirekte produk van die ringe AI M. is en ie is ekstra-spesiaal, want ie is
supernilpotent en elke ring A in ie is 'n subdirekte produk van s-subdirek-onherleibare
nnge.
6.14 Proposisie
Laat ie en S wees soos in 6.13. Dan is aIle deelringe van ringe in S weer in S.
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Bewys
Laat A 'n deelring van 'n ring R in S wees. Laat B die ring (onder komponentsgewyse
bewerkings) van rye (XJ,X2, •••) met Xi E R wees, sodat vir 'n k is
Xk = Xk+l =Xk+T••• EA.Dan is B 'n deelring van IT Rn waar elke R, = R, want elke Xi ER
en Xk E A wat 'n deelring van R is. Omdat ffiRn c B, is B 'n subdirekte produk van die
Rn, want uit [9] , is 'n subdirekte produk van 'n versameling {R). } van ringe enige
deelring R van IT R). sodat elk van die projeksies R~ IT R, ~R). surjektief is. Enige
deelring van IT R, wat ffiRy bevat, is 'n subdirekte produk van die R, . Hieruit volg dus
m +
dat B ES. Laat 1m = €a R, vir elke m E Z .Dan is B/Im=B ES vir aIle men dus is
n=\
B/ulm E S. MaarB/ulm=A deur die ooreenkoms (XJ,X2, ••• ,Xk-J, •.. ) + ulm~a, waar a
die element Xk=Xk+J = ... EA.
6.15 Stelling
Laat l' 'n spesiale klas van priemringe wees en ie die boradikaalklas bepaal deur l' . As
elke A E l' die volgende voorwaardes bevredig: ~A/I).) = 0 vir elke A. waar { h : A. E A}
'n ketting is => ~A/uh) =0, dan is ieekstra-spesiaal.
Bewys
Soos in die bewys van 6.13, is elke A E l' 'n subdirekte produk van S-subdirek-
onherleibare ringe, waar S die halfenkelvoudige klas van ie is. Maar elke ring in Sis 'n
subdirekte produk van ringe in 'P. Dan, as A E S, is A = L (Aa: Aa. E 1Jt)
IlUbdi,../C
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6.16 Proposisie
Laat;e 'n supernilpotente radikaalklas wees. As 0 :t:. A E S en elke egte homomorfe
beeld van A in ;e is, danis dieselfde waar vir elke me-nul ideaal van A.
Bewys
Laat 0 :t:. I <I A. Dan is I ES want Sis erflik. As 0 :t:. K <I I is, laat K· die ideaal van A
voortgebring deur K wees. Dan is (K. ) 3 C K, uit 1.1.23. Omdat A semi-priem is , is
(K)3:t:. O. Dus is AI (K.) 3E;e en volg dan dat I/(K.) 3E ;e, want;e is erflik. Maar dan
is IlK:; [I/(K.)3]/[K/(K*)3] E ~
6.17 Proposisie
Laat;e 'n supernilpotente radikaalklas wees met halfenkelvoudige klas S . Die klas (3 van
S-subdirek-onherleibare ringe is 'n spesiale klas.
Bewys
Uit 6.10 volg dat die ringe in (3 priem is. Verder volg uit 2.6 dat ons nog moet aantoon dat
eerflik is en geslote onder essensiele uitbreidings. Laat O:t:. A <IB E (3 wees. Dan, omdat
B priem is en uit 1.1.31 (ii) is elke Die-nul ideaal van B essensiel in B , dus is HBn A:t:. O.
Omdat B S-subdirek-onherleibaar is, volg uit 6.6 dat elke egte homomorfe beeld van HBin
ie is. Verder uit 6.16 volg dat elke egte homomorfe beeld van elke Die-nul ideaal van HB
in ieis. Dus is elke egte homomorfe beeld van HBnA in;e. Uit 6.8 volg dat AS-subdirek-
onherleibaar sal wees, d.w.s in esal wees, mits HBn A <I. A. Laat X <I A wees met
Xn (lIB n A) = O. Laat X· die ideaal van B voortgebring deur X wees. Dan uit
Andrunakievich se lemma is (X.)3 c X. Dus is (X·)3 nHB cXnHB c XnHBnA= 0,
Faith Bum 65
Spesiale Radikale - Hoofstuk 6
want X <J A. Dan is (X. i = 0 want B is priem en HB =t:- O. Omdat (X· i = 0 en B priem
is, volg dat X· = 0 en dus is X = O. Dan is HBtl A<J·A en A is dus in t3.
Laat B <J .D met BEe. Dan is B/ HB, wat in Sis, volgens die definisie van S-subdirek-
onherleibaarheid, semi-priem. Uit 1.1.32 volg dat HB<J B. As I <I D en I tl HB=O, dan is
(Itl B) tl HB= O. Nou, omdat B S-subdirek-onherleibaar is , volg uit 6.4 dat HB<I. B,
dus is I tl B = O. Maar B <I. D, dus is I = 0, waaruit volg dat HB<I. D. Dan, omdat aile
egte homomorfe beelde van HBin ;eis, is Din t3uit 6.8.
6.18 Proposisie
Laat;e 'n supernilpotente radikaalklas wees met halfenkelvoudige klas S. Laat t3 die klas
van S-subdirek-onherleibare ringe wees. Die boradikaalklas U(e) is ekstra-spesiaal met
dieselfde relatief subdirek-onherleibare ringe in :e; d.w.s. e is die klas van r-subdirek-
onherleibares waar r die halfenkelvoudige klas van U(t3) is.
Bewys
Uit 6.17 volg dat U(e) spesiaal is. As A E e, dan is elke egte homomorfe beeld van HA
(die S -hart van A) in ;e= U(S)c U(t3). Omdat H A <I. A, volg dat A r -subdirek-
onherleibaar is uit 6.8, want A is S -subdirek-onherleibaar en dus is dit ook r-subdirek-
onherleibaar. Omgekeerd, as B r-subdirek-onherleibaar is, dan is B Er en verder volg
uit 3.2 dat e 'n spesiale klas van priemringe is. Hieruit volg dat B 'n subdirekte produk
van ringe in e is. Laat tl IA = 0 waar elke h <I B en B/h E t3. Dan, omdat elke B/ IA in
r is, volg uit T-subdirek-onherleibaarheid van B, dat 'n h = 0: B is subdirek-onherleibaar
en verder 'n subdirekte produk van ringe B, in e. Laat tl h=O , volgens 1.1.40, waar elke
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IA. <I B en B/ IA. E (3 . Dan is B/ fA. == B, . Omdat elke B/ IA. in r is, volg uit r -subdirek-
onherleibaarheid van B dat daar 'n B, bestaan, sodanig dat B/ IA. == B, == B vir 'n i. Dus
bestaan daar 'n fA. = o. Dus is B selfin e. Ons het nou bewys dat edie klas van r-
subdirek- onherleibares is, dus omdat r die halfenkelvoudige klas van die spesiale
radikaalklas U(~ is, is elke ring in r 'n subdirekte produk van r -subdirek-onherleibare
ringe. Dus isU(~ ekstra-spesiaal.
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